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1.1

GRUNDLAGEN

Einleitung

In seiner Arbeit [11] hat Gronwall eine mit gewissen
konformen Abbildungen zusammenhdngende Klasse von
Limitierungsverfahren eingefiihrt. Er definiert Summa-
tionsverfahren auf der Grundlage zweier analytischer
Funktionen f und g mit den folgenden Eigenschaften:

(mit E := {2.(:(. l lzl<1g )

(i) f ist holomorph auf E- {1} und stetig in 1.

(ii) £ ist schlicht in E und f(E)CE

(iii) £(0) =0 und £(1) =1

(iv) Die Umkehrfunktion von £ ist holomorph auf f(E)- {1}

(v) Es gibt ein A21 und eine um den Nullpunkt ent-
wickelbare Potenzreihe ® mit nicht verschwindendem
Konvergenzradius, so daf ©(0) > © und
l1-w= (1—2)7\ ® (1-z) fiir z = £(w) geniligend nahe bei 1.

Ferner sei

(1) g(w) = (1-w) "%+ y(w) mit &3>0 und y holomorph auf E

o)
Zb w' mit b_#0 fir alle n e« IN°
n=0 o ®

(ii) glw)
(iii) g(w) # O fiir alle we E

o
Der formalen Reihe ZUV ordnet Gronwall eine iliber die
Identitat e

L

v n

§uz - E b U w , z = £(w)
v=0 " g(W)n=0 e '

oo
definierte Folge (Un) zu und nennt die Reihe 2 uy (£,9)-

X - v=0
summierbar zur Summe s, wenn Un—) s fir n—H e .
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Wir bemerken, daf in diﬁgem Fall die zundchst nur formal

definierte Potenzreihe 3 u_z' im Nullpunkt holomorph
N=0
ist (siehe hierzu Lemma 1.3.4).

Entsprechend nennen wir eine Folge (s,) (f£,g)-limitier-
bar zur Summe s, wenn eine Identitit

4 » :E 5 ZE
. = b U, w
3 B | (1-z) SVZ ( ) =\ m '

besteht, und Un-—)s fir n— .
Wegen £(0) = O k&nnen wir die transformierte Folge (Un)
in der Form

n
1148 U => a_u
nvzonvv

ausdriicken, wobei die a,y fur von f und g abhidngen.

oo
Mit 2z = f£f(w) =: EE ﬁ,wr erhalten wir in der Tat
r=1

=y
oo 0 e A
also ZM\,Z = ZuchMw
= =0 M=V
«©w "N [
N Zo Zo c‘:)“y w ::-."Zou‘“wh
Mm=0 v= =

Daher haben wir 1.1.5 mit anv =0 flir v>n und

Hieronymus Fischer
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1.1.7

1.1.8

1.1.9

- Bt

jg: bm M
= ™) 0
Amy = r-v bm c!‘ ! s R

Mit anderen Worten: Jedes Gronwall-Verfahren (f,g) ist
ein zeilenfinites Matrixverfahren. Die zugehdrige
RF-Matrix ist durch 1.1.6 bestimmt.

Wir konnen die Folge (Un) noch auf eine andere Weise aus
den u, berechnen. Nach der Cauchyschen Integralformel er-

halten wir n&mlich fiir geeignete, den Nullpunkt im Holomoiphie-

gebiet des Integranden einmal umschliefende Wege C aus
s 5 S

dw

i J MBI R et

]

Un

w

oo
Dabei haben wir §(z) = z u, z’ gesetzt.
V=0

Auch fir 1.1.6 bekommen wir eine Integraldarsggllung. Dazu
betrachten wir die Transformation der Reihen 3 &,

=0
( 6ﬂk= Kroneckersymbol)
Nach 1.1.5 gilt Ur(lk) =a, (n,k & IN°). Daher wird 1.1.7
zu

1 k 4
ik = Fmhy | 90 S ok

Die Elemente der Hauptdiagonalen der Ubertragungsmatrix
(anv ) kdnnen wir leicht berechnen. Wir berufen uns hier-
zu auf 1.1.6 und bemerken cgﬂ = c? = [f'(o)] =

nn b l ( ' { -

Insbesondere ist ann # O, weil £ als schlicht in E voraus-
gesetzt war, also £'(0) # O notwendig gilt.
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l1.1.10

1.1.11

- @ -

Auch fir "einfache" Funktionen f und g ist die Berechnung

der Koeffizienten a auf dem durch 1.1.6 vorgegebenen

Weg schwierig und i:vvielen Fdllen ein aussichtsloses
Unterfangen. Besonders unangenehm gestaltet sich dabei
meist die Bestimmung der cnb') . Um diese zu berechnen
ist jedoch manchmal der Umweg iiber die inverse Funktion

hosm gL gangbar:

e = = jr: h (s) & 0<vem melN’
" 2 i. ln.'.ll ! ]
" ’aAg(o) U'(S)]

Hierbei ist @ geniigend klein aber positiv zu wdhlen. Unter
AS (z) wollen wir die Menge {Se.(ll 1g—zi<3§ verstehen.

Ein (f,g)-Verfahren konnen wir als Produkt eines allge-
meinen Euler-Verfahrens mit einem Norlund-Verfahren dar-
stellen. Dazu zerlegen wir die Identitdat 1.1.3 in zwei
Teile:

£0

©o OO (V%)
Sou= w2 s s S b, U,

N=0 m=0 S(W) m=0

Die linke Identitdt definiert eine Eulersche Reihentrans-
formation (&) von Zuv in J'uy , die rechte eine Nor-
lund-Transformation () in RF-Form. Wie im AnschluB® an
1.1.5 bereits gezeigt, bekommen wir (Un) auch rein al-
gebraisch als Hintereinanderschaltung dieser beiden Trans-
formationen.

Umgekehrt konnen wir den Euler- und den Norlundteil eines
(f.g)-Verfahrens als elementare Gronwall-Verfahren auf-
\|
fassen. Schreiben wir etwa U, = dvund berlicksichtigen
N=0

o0 )
(1-w) > Ur“wn = 3 u w' , dann zeigt der Vergleich von
n=0 V=0

1.1.11 mit 1.1.3, daB tatsdchlich gilt
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- 1 -

1,112 € 2 (0w |, N2 (14,

Dabei miissen wir allerdings beachten, dap £ als
Reihe-Reihe- und (f,(l-w)'l) als Reihe-Folge-Trans-
formation vorliegt. (Dies schafft jedoch keine Probleme,
da nur zeilenfinite Matrizen beteiligt sind.) Dies be-
ricksichtigend haben wir nach 1.1.11 fiir jedes Gronwall-
Verfahren eine Darstellung

1.1.13 (£.9) = (id,q) (£, (1-w)~1)

Spezielle Gronwall-Verfahren sind die Verfahren

6y # a0~y |, « > -1

von Cesaro,

e(——ﬁﬂ——, wafﬁ ,  0<~heA

Ev 1-(A=-H)w

von Euler-Knopp,

1/2
A 1-(1-w) -1/2
v & (1-w) )
1/2 1+(1—w)1/2 I

von de la Vallée-Poussin,

D, 2 a-a-w7?, qw-12,

von Obrechkoff und

von Rey Pastor.
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Es wird sich zeigen, daf zwischen Gronwall-Verfahren und
den verstdrkten komplexen Abelschen Limitierungsverfahren
starke Korrelationen bestehen. Um Mifverstd@ndnissen vorzu-
beugen, fithren wir die in dieser Arbeit benutzte Variante
der Abel-Verfahren explizit ein (vgl. Zeller-Beekmann [22].
S. 110 f). Dazu vereinbaren wir noch W/(0,1) als die
Menge aller rechts offenen einfachen Wege W in E von

O nach 1 (Randpunkt 1). Sei nun 0< 8 £ 12'_. , WeW'(01).
o

Eine Reihe 2{‘*9 nennen wir A‘(e,w)-summierbar zur
N=0
Summe s, dann und nur dann, wenn gilt

oo
1.1.14 (1) &Z; uvzq ist holomorph in z = o und ldpt sich liEngs
W analytisch fortsetzen. Die zugehdrige Fortsetzung

sei & .

(ii) Es gibt ein r > O, so daB 4§ im Innern des Sektorsl)

S(8) n & (1) holomorph ist.

(iii) Fiir jedes §'¢ @ geht & (z) gegen s, wenn z—>1 in S(§')

Abweichend hiervon wollen wir unter der A% (W) = A* (0,W)-
Summierbarkeit den Grenzwert lim ®(z) fir 2z — 1 mit
z €« EnR verstehen. (Statt (ii) verlangen wir nun Holo-
morphie fir z e Ji-r,1[ ).
Wir benutzen oft die Schreibweise A* (8,W) - J.u, = s,
deren Bedeutung klar ist. V6llig analog sprechen wir ge-
legentlich auch von A" (®,W) -Limitierbarkeit, einer Folge
(s ) zum Wert s und schreiben A" (8,W) -1im s, = S, wenn
o0
(1-2) 2. s, 2" = ®(z) (1), (ii) und (iii) erfiillt.
n=o
Manchmal unterdriicken wir auch die Angabe des Weges W,
2. B. dann, wenn klar ist, ldngs welchen Weges wir die
analytische Fortsetzung $ gewinnen oder, wenn Zuvz" in
einem relevanten einfach zusammenhdngenden Gebiet von

vorneherein holomorph ist.

1) Zur genauen Definition siehe 1.1.15 .
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1.1.15

Es sei an dieser Stelle betont, daB durch die gewdhlte
Definition der ﬁ'(e ) -Summierbarkeit - im Gegensatz zu
den iiblicherweise benutzten verstirkten Abel-Verfahren -
Singularitdten auf der Strecke ]0,1[ nicht ausgeschlossen

werden.

Bemerkung
Die Bezeichnungen dieses Abschnitts wollen wir hinfort
beibehalten. So ist stets, wenn nichts Gegenteiliges

verlautet,
0o =)
z=f(w)=z cwn,zv=2c(\‘) wn, N2 0
n n
n=1 n=y
A= Af die zu f gehdrige Konstante laut 1.1.1(v),

o
gl = 2 bnwn mit zugehdrigem & > O.
n=0

Koeffizienten mit negativen Indizes werden zu Null gesetzt.

Ferner gilt immer
s(8) = {Lec| larg(1-£)[4 6, £+13

In Ausdriicken der Form (l—w)s meinen wir stets den Haupt-

wert.

Die Beweisenden kennzeichnen wir durch das Symbol "&".

Als Synonym zu "Gronwall-Verfahren" verwenden wir des
ofteren die Bezeichnung " (f,qg)-Verfahren" .

Hieronymus Fischer
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- 10 -

Der Norlund-Teil

Wir lassen im folgenden eine grdRere Menge von Funktionen
g 2u als die unter 1.1.2 beschriebene. {iber die durch die
Eigenschaften

(1) )y ist stetig in 1 und holomorph auf E- {13}

(11) y(w) # 0 fiir alle weEv {13

festgelegte Funktionenklasse '¥. definieren wir die Menge
( folgendermaBen:

0 G = {93050, pe®: gw=go)(-w]", b, 30 ymen'd

Die Bedingung bn;l o (VmeIN®) fihren wir nur aus Griinden
der Bequemlichkeit ein. Wie wir gleich sehen werden, gilt
namlich ohnedies schon b n;! 0 fiir geniligend grofe n. Um

gemdf 1.1.3 zu einer befriedigenden Definition der (f,g)-

Summe einer Reihe 5§ u,, 2zu kommen, miiften wir daher
V=0

lediglich Un:= 0, falls bn = 0, vereinbaren. Doch dies
nur am Rande.

Zum Beweis des fundamentalen Lemmas 1.2.3 {iber das
asymptotische Verhalten der bn bendtigen wir eine Hilfs-
aussage, die wir indes nicht verifizieren, da sie sich un-
mittelbar aus dem allgemeineren Zusammenhang von Korollar
2.1.4 ergibt (es entsteht kein Ringschlug).
OO
Fortan bezeichnen wir mit > ann die Potenzreihenent-
n=0
wicklung einer relevanten Funktion U’im Nullpunkt.

v erfiillt 1.2.1 (i) ‘: V&)—l: 3 Pn ist

n=0

C8 -summierbar.

Hieronymus Fischer
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= 1L =

Fir alle 9 €6 gilt b w —%(%;- n?-1

Beweis: Nach Definition von (3 haben wir

n
()
b.= 2> A
B oN=g 2V
o
- mio-1
worin A(q’ iiber (1-w)~ % = Z ( )wn RLk
n = m
n=0
M+ -1
Ar(xu) = ( " ) gegeben ist.
Vermoge

A=ck

@ A:n Fa) = L M (m+a)

M (m+1)

Mid=3
-l -~ -1
% (mea) & & +0(n)

(m+antz

miol-1
(4+2) =4 Oi")
(rdfE S e

I

= 1 + O(‘VI~1)
erhalten wir daher
()
by _ A b,
C ity M AL

Hieronymus Fischer 11
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1.2.4

- 12 =

b
denn die Folge (—3'—— ist gerade die C - Trans-
AN) o -1

formierte der Reihe 2. P.,, und somit nach Lemma 1.2.2
konvergent zum Wert af(l). &

In Abschnitt 2.2 werden wir sehen, dag die b'e 'a(,

beim Vergleich zweier Gronwall-Verfahren (f, (1-w) %)
und (£, a(w) . (l-w)'ul) auf besonders einfache Resultate
fihren, falls &, > &, >0 . Dies trifft jedoch nicht
mehr zu, wenn wir o, =d, 2zulassen.

Bevor wir zu einer weiteren Definition kommen, betrachten
wir einmal die folgenden Funktionen:

¥ ist stetig in 1 und fiir ein R > 1 holomorph auf

—

A (0 - [1,r]

Wir konnen eine interessante Eigenschaft beweisen:

—— s

Y geniigt 1.2.4 @ ﬁ“= o(n~ 1

Beweis: Wir betrachten die den Nullpunkt umschlieBende

S
Kurve C_ := z C(v) (siehe Fig. 1) mit
n n
v=0
(1} Y, 2 <
Cn : W =e , O£ t £ <rn
cl®: w=(1+itan ® ) x, 14 x &1+h
n ° ?n
(3) . . it < < =
c,”': w= (l+hle L PaE tE2W -
(4) = > x2
Cn : W (1-1i tan ?n)x' l1+h2x21
(5). _ it <
Cn : W=e . -rrnﬁ t£ O

Hieronymus Fischer
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- 13w

Fig. 1

Dabei sei ?n=2'n (n>0) und h>0 aber 1 + h< R
(mit R > 1 gem&R 1.2.4). Nach 1.2.4 ist J in einer ge-
nligend kleinen Umgebung von 1 beschrinkt.

Flir geeignet gewdhlte h > 0, M < 00 ist daher

lyWl < ™M ¥V wed,, (0)

Nun haben wir

, _ d 5
ari By, = Eﬂ ¥ S = 21

m

Hieronymus Fischer 13
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- 14 -

Im einzelnen erhalten wir folgende Abschitzungen:

LI Ldt
L= | f e
o
Tm
< S ly(e‘t)l dt < M,
ith dx
IIZI = { :‘S K((4+Lm‘n?.h))() (4+-\*QMTM)MX'"Q1I
A+h

m dx

= ‘.‘S lb’((‘“’i-h'“?m)x)‘ lcos‘i‘ml ST

A+h

< M lcos?.,,\m :'f x‘.’,‘,’:,, < L,:—
e .
13, = | é, er((ﬂ*h)e“)m%w
AT .
< éﬁﬂwk)e‘*)l “:\;)m
<
|| < -
| Il < Moy,

Wegen h > 0 und ¢ = 27" gilt daher B_=om™l). &

Hieronymus Fischer 14
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1.2.6

- 15 -

Nach einem Satz von Hardy-Littlewood (Hardy [19] ;
Theorem 45, S. 101) ist Pn = 0(n"!) zusammen mit der

9
mit der Konvergenz der Reihe 2 !3“ hinreichend fiir
"-':0

die C6 ~-Summierbarkeit ( § > - 1) der betrachteten

Reihe.

Bei der Behandlung von Inklusionen zwischen (f, (1-w) ¥ )
und (f, a (l-w)-“ ) werden wir gerade diese Eigenschaft
- allerdings mit absoluter Konvergenz - bendtigen.

Daher setzen wir

(i) ) ist stetig in 1 und fiir ein R » 1 holomorph
(i1) ¥ (w) # 0 fiir alle we Ey {13

(1ii) 3 B, ist absolut konvergent

und werden so auf eine Funktionenklasse ?(" c K
gefiihrt, welche ihrerseits einer analog zum obigen Vor-
gehen definierten Menge G;" zugrundeliegt.

Die folgende Bemerkung wird sich gelegentlich als
niitzlich erweisen:

(% .+ ) und ( 3(".- ) sind (multiplikative)
Monoide

Bis auf die behauptete Abgeschlossenheit der Multi-
plikation in ?C‘ ist die Aussage trivial. Seien also

Y1 ¥a € weM ., dann sind die Reihen 3 ‘F‘:‘)]

und }i\ﬁgﬂ G, p-summierbar. Daher ist die iiber

Y¥*'= Yy Yo definierte Reihe 2. \R,| konvergent und
geniigt 1.2.6 (i) und (ii); mithin 36'3(‘“ . &

1) Der Doppelstrich || soll auf die absolute Konvergenz

der Reihe 2. By hindeuten.

Hieronymus Fischer
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Wir charakterisieren nun noch eine Teilmenge ﬂKFvon QC”:

Y& ?Lg: & 1.2.8 (i) und (ii)

1.2.8 (1) Y ist holomorph auf l}R(o)-Ll,R] (fir ein R > 1)
und Holder-stetig in 1 zu einem Exponenten §>20 1

(ii) p, | (W #0 fir allew & E

* *
Hie und da werden wir auch die Variante B(o > %
benutzen, welche wir in Abdnderung von 1.2.8 (ii) durch
Zulassen von Nullstellen auf 9E- {1} erhalten. 2’

00
Wie wir in Lemma 1.2.10 zeigen werden, ist :%lF"|< 00
m=
* *
fiir alle I e '3{0 . also tatsichlich W'c '&(,o X
*
Das Produkt zweier Funktionen anri € 7‘0 und das
Inverse eines U’& %(' sind offensichtlich wieder

Holder-stetig zu einem positiven Exponenten. Letzteres
beweist man etwa so:

1 1 1 Ty
¥ Y -y +of l1w]8 ) Y
o(l1w] %) z
= = of |1-w]®)

ro?+otl1w? )

Nach einigen ganz elementaren Uberlegungen folgt daher
unter Beriicksichtigung von 1.2.10:

kY
1.2.9 (“a(_:' -) ist ein Monoid mit der Einheitengruppe (“d(, ,-)

Up. h. 3820 ytw = y1) +0( | 1-w|®) fir we—p1;

wir werden hierfiir gelegentlich die Schreibweise
"u& -stetig in 1" benutzen.

% %
2) ] und G% sind analog zu 1.2.1 () zu verstehen.

Hieronymus Fischer
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- 17 -
Wir kommen nun zu dem bereits angekiindigten Lemma.

1.2.10 Lemma

-1-5 )

b' geniigt 1.2.8 (i) = 3£>0 : Fn = O(n
Beweis: Wir gehen zundchst genau wie im Beweis zu
Lemma 1.2.5 vor. Diesmal schidtzen wir jedoch die

Summe der Integrale I2 und I4 ab:

I A+h dx
I,+1 = 1+ 1 tan s
2 ql [\j‘ (< ?'n )(1_‘_”0?) 1
1+h . o
(1) - JJ(('FL*QVI?“)X) ('1—\.'*(4»'\? )le‘h+1

I

A+h
,I{E (’“L’mh‘f“ ) b-((*l Lang, )) e, _—‘zﬁ‘ﬁ

Da Y Holder-stetig ist zu einem Exponenten £ > 0,
konnen wir schreiben

y(zitang,)x) = y(12itanp,) + O([1titan,|* (1-xI1%)

(2) =y (1) + OU%lé) + 0(14-x]8)

fir n— o0 und x — 1.

Die geschweifte Klammer in (1) wird demnach zu

(3) =20 ¥ (1) sin e, ¥ 0(1?,,|“) + 0(11-x|%)

Hieronymus Fischer 17
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Fir genligend kleines h » O und hinreichend grofe né N
erhalten wir daher mit geeigneten Konstanten Kl' K2 > 0

A+h

(Iz"'lq.l < j(\3(4)|slnn?.n+K1?:+Kzl16)_°l,:w
4

< (ymim "y K, 2" kW)

FUr genligend grofe n € N setzen wir nun h = -—IV;‘ ’
n

dann bekommen wir wegen 2 = O(n-l— 6) und
2= én = O(n-a )

1
(4) I +1I, = oin " "/2) gowie lz,| + |z = o'~ %)

2 4

Ferner gilt ('1 + .“%? )M ) -.3/1

f |
31
= 20303 2 35 2y

und daher fiir hinreichend grofes n

|1;] ¢ 27 2wmn3/2
Mit O < € £ % und £ % % haben wir folglich
I = 0(1'1-1-a ) bzw. FD = 0(n -1-¢ ) PP

Insbesondere ist die Reihe Z F absolut konvergent. &
n=0

Es ist nun an der Zeit, die von Gronwall urspriinglich be-
trachteten Funktionen g einzuordnen. Nach 1.1.2 (i)

1+ Y (w) (1-w)"
haben wir g(w) = (1) mit & >0 und Yy

holomorph auf E. Daher gilt sicher 1+ YW (1-w% e 'a( .

alsoge@' )

Hieronymus Fischer
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1.2.11

1.2.12

- 19 -

Der Vorteil der durch 1.2.1 (%) klassifizierten
Funktionen g gegeniiber den von Gronwall ausschlief-
lich zugelassenen, liegt in den abgeschwichten Voraus-
setzungen und der - wie wir noch schen werden - giin-
stigeren Schreibweise.

Abschwdchungen der Bedingungen 1.1.2 hat auch Amerio
eingehend untersucht (vgl. [1] , sS. 246 ff). Indes
weisen seine Studien in eine mehr algebraische Rich-
tung, ganz im Gegensatz zu den obigen funktionen-
theoretischen Uberlegungen.

Im Abschnitt 2.1 werden wir die beiden folgenden
Lemmata iiber Uex bzw. ge (& noch benttigen:

Es gibt ein M > 0 und ein gb > 0, so dag
\h'(w)] >M fir alle we A_(41)
©

Beweis: Nach 1.2.1 ist b’ stetig in 1 und K(l) A 0. &

Lemma (Gronwall [11] , s. 105 f)

————

00
Es gilt > || 1wl = o( |g(w)) fir w—>1 in S(8),046<3.
n=0

o
Beweis: Lemma 1.2.3 zufolge haben wir lbn[< KA'S ) (K geeignet)

()

also 2 \bnl W7 < K- |w] )%
n=0

Nach Lemma 1.2.11 ist andererseits

laa] >m |1w|™™ fiir wes(@), |1w] =ggg,

Daher gilt fiir alle w ¢ S(§ ), |1-w] = £%8,
oo

M 1wl "% < la(w] & 5—6 | b | 1W< k(1-twh) ™%

Hieronymus Fischer
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Nun haben wir aber fiir ¢ < cos B
2 2 Z 2
lwl| =1-ch030+3 & 1-co5® =s5in" 6

und folglich

lM-w|l . c0s® _ 4+sin® 2
1-wl  1-sin® ws 6 cos 8

Dies zieht die Behauptung unmittelbar nach sich :
Es ist

- n
:z:lbu‘hd
1 & =0 < K
[ g gw)l (4 ~1wl)®
K [ M-wl ¥ K 2 )“
% ™M ('\ﬂw\) - ™M (co.se
fir alle w & S(8) , |1-w| = f$§o<fo' &

Beim Beweis des Satzes 2.1.1 ist das vorstehende Lemma
von ausschlaggebender Bedeutung.

Hieronymus Fischer
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Der Euler-Teil

Wir wollen die in der Einleitung angefiihrten Voraus-
setzungen {iber die Funktionen f jetzt einmal genauer
betrachten. Der besseren Handhabbarkeit halber defi-
nieren wir die Menge ? durch

fe¥T :& £ erfillt (i), (ii) und (iii)
wobei
(i) £ ist biholomorph auf E - {1}
(ii) £(0) = 0, £(1) = 1 und £(E) ¢ E

(1ii) 3 A21: Y(w) = -(-%—‘—f-;‘%)/:- ist stetig in 1
-W

und Y (1) >0

Die Aquivalenz von (i) und (ii) mit den entsprechenden,
eingangs formulierten Eigenschaften ist trivial.

(iii) bedarf einer Erlduterung. In 1.1.1 hatten wir ge-
fordert: 3 A 21 und eine Potenzreihe @ mit positivem
Konvergenzradius, so daf (mit z = £ (w))

(%) l-w = (1_2)7\ ® (1-z) und P (0) > 0

X
Der Quotient (1—‘;’)7‘ = & (1-z) ist daher stetig in

z = 1 und nimmt dort einen positiven Wert an. Folglich
konnen wir auf 1.3.1 (iii) schliefen. Wenn wir fUr eine
gegebene Funktion f die Eigenschaft f € '; nachweisen
wollen, konnen wir uns also durchaus auf (%) statt

1.3.1 (iii) berufen (denn es ist Y(w) = 1/(3(1-z))12 ),

Bemerkung

Wir betonen, daB die in 1.3.1 (iii) definierte Funktion
Y = ’\‘/'{’ holomorph ist auf E - {1} mit "{(w) # 0 fiir
alle w ¢ E . Weiter ist f wegen

(1) £(v) = 1-(1-w)1/2 W (w)

Holder-stetig zum Exponenten 1/9 1in 1.

Hieronymus Fischer
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1.3.1 (®) zieht Ti—;:—)r = a  + 0(|l1-z|) mit einem

a >0 nach sich. Daher k6nnen wir mit (1) auf (2)
schlieBen:

(2) Yiw) = G\-”z + 0( H—wl”"z) Flir w —1 .

)

Zwei Teilmengen von 7 werden sich im weiteren Verlauf
als besonders interessant erweisen:

:F‘ = {_f eT [ f geniigt 1.2.43

= iféf"l\{’=‘f* ist fir ein &> 0O g
H‘-stetig in 1

Bemerkung

Wegen Bemerkung 1.3.2 gilt 1% € '®* fur alle feF'

Auperdem ist fir £ e 'F" auch ‘\}f* € 3{;‘ , insbesondere
-1/

Zur Kliarung grundlegender Sachverhalte und zur Vorberei-
tung des Folgenden, formulieren und beweisen wir nun noch

einen wichtigen Hilfssatz:

2> u, (f,g)-summierbar = Zuvz" holomorph in z = O.

Beweis: Fiir hinreichend kleines 4 > O ist die Potenz-

~ v -
reihenentwicklung W5 G,z von £ 1 im Nullpunkt konvergent

in As(o) und es gilt f-l( AS(OH < E. Wir betrachten nun
die formale Identitdt 1.1.3

oo
v B —
\’zzouvz = (w)Z bUw , 2 = FE(w) .

n=o

Nach Voraussetzung konvergiert die Folge (U ) fiir n — o -
Lemma 1.2.3 zufolge gilt daher b U = 0(n®™"), d. h., die
Reihe Z annwn ist konvergent in E. Da ¢ in E holo-
morph und # O ist, konnen wir 1/g im Nullpunkt in eine

Hieronymus Fischer
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- 93 =
0o
~ k
Potenzreihe :Z, bkw mit Konvergenzradius 1 entwickeln.
= S om = k. "
Daher konvergiert die Reihe Z UpW = ng\ﬂ '25,,““\”
n=0 k=0 n=

in E.

Wir haben also
oo )
z Uy z' = Z U [_{'1(1)]‘“
vy=0 n=0

und die hier rechts stehende Reihe konvergiert sicher
fiir z € £ _(0) . Daher ist auch die nach Potenzen von z

8L ¢
v 1 ~ N
umentwickelte Reihe Z Uz = fu” (S‘Vz) nach dem
LT M=o Ve
W e lerstraBschen Doppelreihensatz konvergent in A:(o) . &

Die formale Identit&t 1.1.3 besteht im Fall der (f,q)-
Summierbarkeit also tatsdchlich.

Bemerkung

Um im Folgenden Schreibarbeit zu sparen, wollen wir an
dieser Stelle vereinbaren, die Buchstaben f und g aus-
schlieglich fiir Funktionen aus % bzw. & zu verwenden.
Das Symbol Y =‘V% reservieren wir fiir die gemip
1.3.1 (iii) durch £ bestimmte Funktion,widhrend wir mit

'x die einem g ¢ €3 zugeordnete Funktion aus BC
kennzeichnen (vgl. Abschnitt 1.2).

Dem Zeichen & ordnen wir keine feste Bedeutung zu. Meist
gebrauchen wir § jedoch im Sinne einer holomorphen Fort-
setzung eines relevanten Funktionselements in ein geeig-
netes Gebiet hinein.
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VERGLEICH VON GRONWALL-VERFAHREN

Die klassischen Sdtze

Wir beginnen jetzt mit der eigentlichen Theorie der
Gronwall-Verfahren. Die Ergebnisse dieses Abschnitts
gehen im wesentlichen auf Gronwall zurlick.

Satz (Gronwall [11] , Theorem 1, sS. 103)

Die Reihe 2 u, sei (£.qg) -summierbar zur Summe s.

00
Dann ist & (z) := Zuv z' holomorph in £(E) und
o V=0

:E u, ist A% (E%T,W)—summierbar zur Summe s, fiir
jedes we W(0,1), |w] < £(E).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt Un-—) s fiir die iiber
die Identitadt

220 ~ 1 = u "
(1) z U2 = T Z_ by U, w
N=0 3 n=0
definierte Folge (Un) . Wegen bn = o(n“"I) ist daher

nzoO
die rechte Seite von (1) konvergent im Einheitskreis.

Der erste Teil des Satzes ist somit bewiesen. Sei 0<0<;T ;
Punkte z & S(®) geniigend nahe bei 1,werden mittels f'1
in einem Sektor S(§,), A6 & B, < :93 der w-Ebene abge-
bildet. 0.B.d.A sei 8 = 0. 2u jedem § > O gibt es nun
ein N=N(§) € N mit |U <& firmeN,6 n2N.

Daher gilt fiir w € S( 9, )

00 N 00
@ | 3 b < 2 Lol Zq\b,,\&lwl“

mn=o m=0 M=N+

N oo
< Z loy, Ul W+ & Z\b.,llwlm

m=0 w=0
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Nach den Lemmata 1.2.9 und 1.2.10 gibt es Konstanten
K, M, g, > O, so das filr w € 5(6,)) und |1-w|=9p<g,
gilt

m=0

1 0o
30 lalw)] > e unda 2 |byllw"l < K |g(w)]

Folglich ist

o0
1 &< " o
b b,U,l + K-
4) lskw)mz-a mUyw’ | < Mg ga“"”‘ K-§
Zu vorgegebenen £ > 0 widhlen wir nun zuerst § < ‘T&K—
und dann ¢ = ¢ (&) so klein, das MS" Iann|<-g— 2

n=o
Dann existiert ein ro=r°(3°) > 0, so dap fur alle
ze S(8) mit |[1-z|=r&r  gilt

(5) 18] <« 5 + &

Damit ist alles gezeigt. &

Bemerkung

Wegen des eben bewiesenen Satzes, ist eine Reihe Zun
(f,g)-summierbar héchstens dann, wenn Zunzn holomorph
ist in £(E). Nach einer Erweiterung des Koebeschen Ver-

zerrungssatzes (Behnke - Sommer [18] , Satz 64/64a, S. 394)

iiberdeckt f(E) mindestens eine Kreisscheibe Ar (0) mit
geeignetem r 2> O -]4‘-|f' (O)l . Tatsdchlich kdnnen wir
r>r, wahlen, weil die einzigen schlichten Funktionen £
fiir welche f(E) keine gréBere Kreisscheibe (um Null) zals
AN . (0) enthdlt und die £(0) = O und £(1) = 1 erfiillen,
néml¥ch die Funktionen

it 2
f(w) = (ligzz——) ‘W, O& t & 2T
l4e™ "w

Hieronymus Fischer
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wegen £ (E) (f. E nicht aus 3-' sind.

Daher ist eine in f(E) holomorphe Potenzreihe Eiunzn
sicherlich konvergent in Alr(o) fir eine r > r_.
Entsprgchendes gilt natiirlich fiir :Esnzn , wenn

iy :EL u,, gesetzt wird. Wir haben also: notwendig
V=0
fiir die (f,g)-Summierbarkeit (bzw. -Limitierbarkeit)

einer Reihe Ju_ (bzw. einer Folge (s ) ist

u =o(l=24=1" ,

4
n £'(0) Sn=°“

n
S (0)‘ )

Der Beweis des folgenden Satzes wurde fiir den Fall

eo = %} bereits von Gronwall erbracht. (vgl. Gronwall

{11] , Proof of Theorem 2, S. 107 f). Fiir den allgemeinen
Fall O < 90 < 1;.- kénnen wir Gronwalls Darstellung unter
Beriicksichtigung einer Korrektur von Bustoz - Wright ({9 ,
S. 178 £f, insbesondere Theorem 1) im wesentlichen iiber-
nehmen. Explizit tritt dieser Satz - allerdings ohne
Beweis - zuerst bei Birindelli auf (vgl. [4] , s. 176).

Satz (Gronwall, Birindelli, Bustoz - Wright)

Sei we WI(0,1) mit \W| ¢ f(E) sowie A O, > l;:— >
Ist danm 2u,z° holomorph auf f(E%—{lz und gilt
» .
A (Go.w) - 2u, =s , so ist die Reihe E:u\, zur selben

Summe (f,g)-summierbar.

o0
Beweis: Wir vereinbaren & (z) := . uy, 2z’ . Es stellt
°

keine Beschridnkung dar s =o0 anzunehxzn: fiir s # o kdnnen
wir ja § (z)-s betrachten. Gemdf Voraussetzung gilt

™
22

(1) ®(z) = o(1) fir z—1 in S(§) mit <6< 8.
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Wir w8hlen einen Winkel <{>< % aber Cf >T-28 s

Dann ist J—%L < © , so daB wegen 1l-z = (l—w)l/"‘ V(w)
sowie W(1) > 0 und der Stetigkeit von V¥ in 1 fiir

w € S(T~9) und |1-w| =< @ ( ¢, geniigend klein) z € S(§)
ist mit |1-z| =r < ry (r1 geeignet) .

g1 machen wir nun noch so klein, dag g-®e £ im Innern
von € und auf |C| holomorph ist wobei C = C,+C,+C,+C,
(siehe Fig. 2) mit

g & WE Y= ge —(w-p) & t £ W=
C, w=1+ge"?“ £HEe8%48, ‘
cy : w=|1 +g1e.‘7‘ e, arq(4+g,e'T)et<2moanglisge)
Cq ¢ "‘="+fe\?l $1 2828,
* Im
Detail 1
R ST taca ok
(zu 2.1.110\— — ~

¢
- e
Re
\
Detail 2 \/\ =
(zu 2.1.12) '
Fig. 2
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Zu jedem £ > O gibt es $i = 3_7(5) >0 und M = M(j’l)>o
mit l K(w)-§o{(w)l< ¢ fir w e |C|~]|C,)

und ‘ a(w)-ﬁo{(w)‘<l‘1 fiir w € |G,

Nun konnen wir das Integral

abschdtzen. Wir erhalten im einzelnen

-9 -a
1Ll ¢ § l§°f(4-f.e“)llw-s,e‘*)l g‘ oe":llt'““

-t-y)

-

2me o
(4-g )

'91
< — dg
L] }So 8 TiegeT™

i e de
< ee”
So 35 (1+2¢ cos?)mg{‘

E - 8.
(m—1)(1+9_g°¢°3?)“5:'1 cos ¢

]

(desgleichen 1, )

"”-‘4

- H+ 5, 1+ g,

ALY M
\ 1+ 8, e'T) i
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Setzen wir 30 = i fir genigend groRe n, so folgt daher

- EO(n“"l). I, = aO(n°'1). I

g 2

= & o(n - 1

_ -1
3—0(n )rI

1 4

1-o

Aufgrund von b;l = 0(n ) also

Un

o(1l) fir n— o, &

Fiir in 1 stetiges & haben wir in obigem Beweis anstelle
von (1) & (z) = o(1) fir z—> 1. Daher k&nnen wir dort
® =T und P = J} setzen.

Wir formulieren den daraus flieRenden Sachverhalt im
Sinne des letzten Satzes als Folgerung,

2.1.4 Korollar

Sei g-§ o £ holomorph auf E- {1} und @ stetig in 1.
o0

Dann gilt (f,g)-Zuv =& (1)

V=0
Im Spezialfall Go = %} geht der Beweis des nidchsten
Satzes auf Bustoz - Wright (vgl. [9] , Theorem 3, S. 180)
zuriick. Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im
Beweis zu Satz 2.1.3.

2.1.5 sSatz (Bustoz - Wright)

Sei g-Pef bis auf endlich viele Polstellen . e 9E-{13,
18k &m, holomorph auf E-{1} . Ferner sei § stetig in 1
oder Zuy F\l (6,) ~sunmierbar zur Summe s und 2-6°>?.
Dann ist quv (£.g) -summierbar (und zwar zur selben

summe @ (1) bzw. s) genau dann, wenn “ 5 p := max Py
l=ksm
(wobei P, = Polstellenordnung von g-@$=f in Wy leke m)l)

Beweis: Wir kdnnen ldngs derselben Kurve C wie im Beweis
zu Satz Z.1.3 integrieren; allerdings erhalten wir jetzt

I)Mit Bustoz - Wright beschrdnken wir uns auf ganzzahlige
Polstellenordnungen

Hieronymus Fischer
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(1) 2mwi b U, + 2mi Z R = S Qo{(w) S(W)
k=1 C

Die Residuen der Integranden an den Stellen Wy berech-
nen wir aus

(k) e dw
§ &ef@) g w0

n
'OA:.(wk}
i " 1 _-it
Fir w eaai(wk) haben wir w = w, + =e und somit
n n
— -L‘ *

-n-1 _ —n-1 e -n-1 _ -n-1 —e
woE W ('1 —J‘VT—) = w e + (1)

Weiterhin ergibt sich

Bofiw) glw) (wow 2w = v W e wo(4)

mit Ty # O, und demnach

R&:) S[ -1 @ +o{1}] ;1)&

i

2w
rkw-‘-Ln-‘l A1 [:“‘( )Wv.e +\(ﬂ.1)io‘t *j°(") e 1)t ]

~cos(t )
Der Realteil des ersten Integranden ist @ c.os(((’k 1)t +sin(t- n)}

wobel (fk i=arg wy . Eine Abschdtzung ergibt

”ws((m)mm(t -5,)) dt] <27 una H oo A ﬂ’ul > (2r 4w

Daher gibt es ein r' #0 mit

(e} _ 1 o~h=1 p -1 -1
R, = oW o on +o(nt ")

Wir haben also

Z (el [ Zr ' -"'1 +o(‘l]] nP‘1 S ('Fh +o(4)) nP-1

=1 kk s ¥
&-
mit lrnl ? T > 0 fir hinreichend grofe n. Wegen
Lemma 1.2.3 und Satz 2.1.3 kdnnen wir nun aus (1) folgern

w T -
(&) of

un = I T

+ o(npﬂ) fir N — @- &
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s Y s

Eine wichtige Anwendung der Sdtze 2.1.1 und 2.1.3 ist
im folgenden, von Gronwall stammenden, Satz fixiert.
Gronwall beweist diesen Satz auf der Grundlage des
nachstehend formulierten Korollars 2.1.7 - das ist im
wesentlichen der in den einleitenden Bemerkungen zu
Satz 2.1.3 angesprochene Fall 60 = l;— -, das er auf
direktem Wege verifiziert (s. auch Bustoz - Wright [9],
Theorem 1, S. 179). Da wir den Satz 2.1.3 zur Ver-
fligung haben, k&nnen wir umgekehrt vorgehen und zuerst
die allgemeinere Aussage 2.l1.6 beweisen. Der induktiven
Darstellung Gronwalls stellen wir also eine Deduktion
gegeniiber. Trotz der Erweiterung (Satz 2.1.3) haben
wir im Vergleich zu Gronwall insgesamt einen kiirzeren
Beweis filir die beiden "Hauptsdtze" iiber (f,g)-Verfahren.

Satz (Gronwall [11], Theorem 3, sS. 103)

Die Reihe }[uv sei (fl,gl)-summierbar zur Summe s. Ist
dann fz(E)-— {13 C fl (E) und 22> Al so gilt auch
‘fzogz)" Zuy = S.

00
Beweis: Sei $(z) := 2 u,z" . § ist holomorph in
£,(E), also insbesonder® holomorph auf £,(E)- m .

Weiter ist 2 u, A% 5%&'. W) -summierbar zur Summe s fiir

jedes we W (0,1), \chfz(E) aufgrund von Satz 2.1.1. Mit

s X & : 3
90"221 haben wir 22 6°> 2 und folglich

(fz,gz)--jzuv = s wegen Satz 2.1.3. &

Einen Spezialfall dieses Satzes von besonderem Interesse
formulieren wir als Folgerung:

Die Reihe Zuv sei C,-summierbar mit der Summe s (k > -1).
Dann ist 3 u, auch (f,g)-summierbar (zur selben Summe),
falls £(B)- {13 €E und 2 > 1.
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Darin ist insbesondere die Permanenz der Gronwall-
Verfahren (f,g) mit £(E)-{13<E und % > 1 enthalten.

Die Aussage des Korollars gilt nicht mehr, wenn

(1) £(E)n PE- {13 # ¢  oder

(ii) 2 =1
zu (i): Sei zge £(E)an P E, z, # 1. Dann ist die Reihe
(n+§-1) zo" Ck-summierbar falls k» p-1, aber fiir

=0
ol £ p nicht (£f,qg)-summierbar (vgl. Satz 2.1.5). &

zu (ii): Fiir die durch

a.

=1)®  siw xlyio
n

o p sonst

oo
definierte Reihe Zan hat Knopp gezeigt: Zan ist
n=0
Cl-summierbar, aber fir kein 0<‘\9.4..1 durch ein Euler-
Knoppsches Verfahren Es - limitierbar (s. LIZ] . '§ 5,
S. 253 ££f). Da diese spezielle (f,g)-Verfahren mit

A =1 sind, ist alles gezeigt. &

Bemerkung

Mit Blick auf unsere Ausfiihrungen in Abschnitt 1.2 kniipfen
wir jetzt nocheinmal an Korollar 2.1.4 an. Dieses hat
ndamlich eine beachtenswerte Konsequenz:

oo
D (z) := 2 a z" holomorph auf E-{l} und stetig in 1
n=o o
=> fiir jedes §>-1 ist Zan Cg - summierbar.
=0

Daher haben wir jetzt das Lemma 1.2.2 bewiesen.

Bemerkung

Wegen 2.1.9 konvergieren die Potenzreihenentwicklungen
von f und dessen Potenzen fv (NeN) in 1 fiir jedes velN
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Uberdies erhalten wir cr(‘v) = o(n™*%) fir alle §>0
und jedes ve IN . A
Fir alle £€% ergibt sich ferner ['\ﬁ] € 'x—;

folglich ist stets -1--;—(;-)- = ('\Pf(w)>'1(1_w)’1/7\e Gh.

Bemerkung

— . . . . . .

Die S&tze 2.1.3 und 2.1.5 (hier nur ein Teilaspekt),
konnen wir noch in eine erweiterte Form bringen.

Seien T := {Tw l T2 13 i 2“\, irgendeine Reihe und
o

Q(z) - ZUVzv . In der Situation von Satz 2.1.3 er-
N=0

setzen wir die Bedingung " @ holomorph auf £(E) - {12 "
durch

(1) Es gibt m (20) Punkte w, € PE-{13 ., 1k £ m, so
dag g+ ® e f holomorph ist auf E - {1,w1.w2,...,wm3

(ii1) F r>o0: Y ke le: g + §of ist holomorph in

(111) 3 p2o0o: ¥V keNy: (w-w)P g(w) + Pof(w) = o11)

fir w —-)wk

und behaupten: (f,qg)- Zuv =8, wenn o > p . Um dies zu
zeigen, miissen wir den Beweis zu Satz 2.1.3 modifizieren
(Wir beschrdnken uns auf das Wesentliche): Fiir geniigend

grofe n « N schlagen wir um die Punkte w Kreise

k
A ("’k) . Die gegenseitigen Schnittpunkte der Kreisrdnder

. (n) (n)
2 E und 'aA%(wk) bezeichnen wir mit Wy und Wyp - SO-

dann betrachten wir die "Geraden" T = , 1=1,2,

kl

.kl
und bezeichnen deren Schnittpunkte mit C3 m1§ wén) bzw.

n
w.‘((g) . In offensichtlicher Weise werden nun Kurven Cél)

(n) (n) : tai .
von wk.l-l nach Wil definiert (s. Fig. 2, Detail 1):

(n) wos Tw, | 1+k:=l4+g1e':?[2'l'2'1
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(n) 4 it ) _ n)
= N < &
Can' (WEMEDe G = E A
(n)
! +

Die Integrationskurve C trennen wir an den Stellen

(n) -3 - (n) (n) (n)
W1 1 = 0,3 auf und fiigen die Kurven C31'k+ c32,k+c33,k

ein. Die Teilkurven Cl, C2 und C4 , und die zugeordneten
Integralabschdtzungen brauchen nicht verdndert zu werden.
Auch die Abschdtzung fir 13 wird nicht tangiert. Fir

die Integrale Igg)k erhalten wir

1t h o w(.,,) A
(n) () (%) () let
1101 = | { g ed ) L
Mk :g J 1 (o) ™
1+h Jow
(1) = o . fiir 8 —» 0
(31) 71{ lwk‘T“’s:) P+t 1
1+h 3
» F-
= 0 &g.‘ J —1— ? ni o O(g,‘)' O(n )
1 Vl fir n— w;

desgleichen I;g)k . Ferner haben wir

——-'\e o\t
(2) I 3(;)“ ljﬂ("’kf'—e §° 4 \i)( tf-) K‘l Lt .1.‘)»4

£
3 dt

" i = o(nf™
Al 3w (" (14 ‘:L_)“*" Y
1 W

Wie im Beweis zu Satz 2.1.5, folgt jetzt die Behauptung. &
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Nach dem eben Gezeigten, sind die Reihen E:(n+p- ) &

‘—' € {(9€) =113, (f.g)-summierbar, wenn & » p. Fiir p ¢ Z
hatten wir dies aus den Sdtzen 2.1.3 und 2.1.5 nicht fol-
gern kdnnen. Deshalb haben wir eine echte Erweiterung der
genannten Sdtze bewiesen.

Auch die folgende Aussage ist nur fiir ganzzahlige p

in Satz 2.1.5 enthalten.

Im AnschluBf an die letzte Bemerkung untersuchen wir die
(f,g) -Summierbarkeit einer speziellen Reihe noch etwas

genauer.

2.1.12 Bemerkung

Sei —;:-ef(‘aE) - {1} und gof'l(—;-)ylo. Die Reihe

i ( n+§-1 )X", p» 0, ist genau dann (f,g)-summierbar,
w=o
wenn o > p .

Beweis: Sei z, := i%, K= f-l(zo). of (W) = E:(n+p- );FE(WJ

hat einen "Pol" der Ordnung p in w, & OE - {3 . Wir gehen
dhnlich wie in Bemerkung 2.1.11 vor. Den Integrationsweg C
aus dem Beweis zu Satz 2.1.3 trennen wir an der Stelle Wy

dem Schnittpunkt von C3 mit der Geraden T , auf, und filigen
den Weg Cyp + Cyy * Cyy ein (s. Fig. 2, Deta11 2) , wobei

c : W= W-.T Aeh 2 T2+ -

31 o / n
1l -it - a
Cyp w=w°+'t—)e . ?°‘.’= < 2w ?o‘?°=a"a W,
1
s = W 1+— 4T 1+ h
C33 w %}T 3 n

Fur das C32 zugeordnete Integral erhalten wir (s. Beweis
zu Satz 2.1.5)

(1) I. =

J glw) dw
32

M%(w,) (4..'!{_(\‘,))? whtl
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w \P dw
szagm T (S '*‘”’) . (w-w JF

-.n -1 (.¥P P"’

= 2 [$) Tgtu) w

1| S " ip-1)t-Te 'Hm :T?:weeﬂ)tdt]

To
fur n—> oo

Wie im Bewels zu 2.1.4
gezeigt, gibt es ein rzeC (unter 2.1.5 rl’( genannt),
lr2| >-1‘£- , so das

P:. hP-‘l % o(“?“l)

@ Iy, =z (e g nw ™

Die beiden restlichen Integrale berechnen wir folgender-

magen:

A+h
_ Lpg W, =W n-1 WedT
Ly “S% 3) ( 2 -4m) ) ) w)?
(3) ” zf Ul(‘”] ﬂKw)w““1 sr,_

!

Das erste geklammerte Integral bezeichnen wir Ty

Es gilt b
o<n"f

fiir geniigend grose n.

* Pt

Slae—

h
e At dt
w " juea ¥ 3{‘0(4) tP(4+1)™ ]

dr f "
<F ('\f't)“” 1 1*1:)'”1 ‘1*_4“_)V\
n
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Insgesamt ergibt sich (133 berechnet sich analog zu 131):

-n-1

Pr gt i 4 ipE
(40 1+ 40, = 20 [{)] glw)e tw,

i et Pt
. r1+rz+e.vr3)h + 0w )

(2xp 3
Dabei ist |r;+ e r3|s el + e, ¢3¢ 3 <lr,l . also

L) + r, +r, # 0. Demnach ist nP die genaue Wachstums-

ordnung der drei Integrale fir n — o . Unter Berick-
sichtigung der unverdnderten Abschdtzungen des Beweises
von Satz 2.1.3, folgt deshalb die Behauptung auf die
gleiche Weise wie im Beweis 2zu Satz 2.1.5. &

Wenn wir zulassen, daBR g in v, verschwindet, etwa
von m-ter Ordnung, dann ergibt sich statt (4),mit fast
wortlich gleichem Beweisgang, falls p-m » O,

3 “P (m) te-m)E a1
1341‘ ISZ*IB = 2, [_{rl(wo)] am(“'o)c s n-1

°©

‘o —m=1 e
. (V‘1+V‘2+e}v "n.n“\rs)vnP " o(np " 1)

Fir p-m £ 0 ist Iy, +1 + I = O(n-l).

32 33
Daher ist jetzt oo +m » p die notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die (f,g)-Summierbarkeit der
betrachteten Reihe.
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2.2.1

i Bl v

Inklusionsbeziehungen bei gleicher f-Komponente

Nachdem wir im letzten Abschnitt Gronwall-Verfahren
(£,.9;) und (£,.g,) mit )H< lzlniteinander verglichen
haben, geht es uns nun darum, Inklusionsbeziehungen
der Art (f.gl)c:(f.gz) zu verifizieren. Wegen der

Darstellung (f,qg) (id,g)(f.(l—w)'l erwartet man,
daf die Norlund-Komponenten der in Rede stehenden
Verfahren entscheidend sind. In der Tat sind die Ver-
gleichssidtze dieses Abschnitts im Kern Aussagen iiber
gewisse Norlund-Mittel.

Erste Ergebnisse iiber diesen Problemkreis gehen auf
Birindelli [4] zuriick. Neben einem bedeutenderen
Resultat (s.w.u.) behandelt er den Spezialfall

gl(w) = (l-w)""'1 i gz(w) = (l-w)-“t,mit g > oy
(vgl. Birindelli [4] , S. 172), welcher indessen im
Kontext des folgenden Satzes trivial ist.

seien g, (W) = ¥; (W (1-w) ™%, g, (w) = 0w (1-w) "%

oo
&, >0y >0. Wenn die Reihe g{)[%‘hw"‘ - b’,.(w)/%(w)

fir w = 1 Cdz_dqdrsummierbar ist, dann gilt

(f.gl)  a (f,gz)

Beweis: Sei (f,gl)- :i‘kv = s, also Un——9 s fir die iiber

oo o _
" St Ao g
V=0 1 n=o
definierte Folge (Un)nz;o' Die (f.gz)-Transformierte
der Reihe 2 u, sei (Vo) » o+ Somit haben wir
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¥, (w) [ oo
(2) L (l-w)d?d"z brfl)unwn = Zbu)vnw“

Y (w) e g T und daher
(2) < (1)
(3) b ¥y = Vgo'ﬁn_‘bv U, wobei
m -
(4) B =i At Ry
=0 n-vy

Aufgrund der Voraussetzung iiber die Reihe ZFM gilt

® ¥, (1)
Bl iy i, : —>
n

Wir miissen die Permanenz der durch (3) gegebenen unteren

“
__'E&\l\!_, Devem )

Dreiecksmatrix (am’) (wobei 8., 1= b“"

verifizieren. "

Flr (Un) = (1) ist auch (Vn)! (1) ; daher gilt fiir alle n
die Formel ,,i.,,anv = 1. Ferner iSt...l_i,m.,anv = 0 (V¥v=20) wegen
~ o - - .

bn-» = o(nﬂ‘-"““ 1) und (br(‘Z)) b o(n1 ""-). Schlieflich

finden wir mit den filir alle n » N giiltigen Ungleichungen.
o .~ (1 (¢,) (2) ()
|b )< K A "™ |b, ’\s KA, b 2 KoAL

(geeignete Konstanten K, Kl' K N gibt es stets) fiir n > 2N.

2'
m N ~N~1 n
Z\a l = Z a s % a + 2 a
V=0 nv v=ol nvl \I=N+ll xw‘ v=n-Nl nv\
Wa~,) ,(4,)
N n-N-1 KK, A A,
1 “me-v
s a |+ = + S |a
\gol vl v=n+1 X2 Ar(ld‘-) v=n-N\ vl
& KK, o A:“'*‘)A(""
< fla_) + |a ) + =
= la gl + Loy ooyl X »% A
KK
= o) + —+
2
<% 1s] s A
(denn fiir alle ve N gilt auchml_z’m”an'n_v = 0).

Damit haben wir alles gezeigt. &
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(denn fiir alle Ve& W, gilt auch lim a 0) .

Damit haben wir alles gezeigt. &

n,n-v

Wir notieren eine Folgerung

2.2.2 Korollar

Sei p die maximale Polstellenordnung von bz/x,‘ auf 'DE
und ‘0’4,61_6 '?® . pann gilt (f,gl) C(f,gz), falls
o, - cl1> p=20.

Beweis: U"/% ist stetig in 1. Nach Satz 2.1.5 ist
daher enau dann C -summierbar, wenn
2 Pm 9 o, ~a -1

dz_dl)p. &

2.2.3 Bemerkung

alle y €' sind polstellenfrei auf 9E . Deshalb gilt
fir alle 0,50, > 0 (£, (1-w) ™™ ) € (£, y (1-w) ™%) .

Der Spezialfall ¢ =0 des nichsten Satzes stammt von
Birindelli (vgl. [4] ., s. 172 ff).

2.2.4 Satz

seien g,, gze@'\ mit o, =%, =d >0,

S " .= falwl fi B . Talw)
Q\Zr:'op“w - /U’(w) ' w0 fuws 1= /K‘L(w)l §>-1
Wir haben fiir o 2 1+§

oo
1) - .Zo\gh‘ < oo = (f.9,) c(f.g,)

8o g
(11) ¢- 2 Bl < o0 una (1) P (£.g)) @ (£0))

Beweis: Wir brauchen nur (i) zu beweisen. Wie im Be-
weis zu 2.2.1 werden wir auf die Identitdt

(1) M b(l)U wh o= gb(z)v w'
LA Srer SR m=o P
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SRRE Tt (e
gefiihrt. Es ist demnach
M)
n B
n-y
(2) v=z————u
n N =0 kﬁ? v

Wir zeigen dle Permanenz dieser FF-Transformation.

Es gilt Z e‘ b(l) = (2) VYme IN aufgrund von (1).
NRO M\
wit [B2] -1 = oa'™™) folgt lim %},Tl =d._i9n&o(n6+1_« -

"
fir alle VE IN® . Wir haben hierbei pn = o(n® ) benutzt.
Wegen Lemma 1.2.3 gibt es K K eR mit

|b,(,1)|< Kl(n+:—1) o lbd)l S %, (n+¢x -1,

Daher gilt
m QA) « M ")
(3) Z- \ E-;V Fvl < —Ki,_ VZ=T> Aun va OM)

denn rechts steht die Folge der Co( 1 ~Transformierten
(der Reihe 2 |Pyl) und diese ist nach der Voraussetzung
mit Sicherheit beschrankt. &

Der bereits von Birindelli behandelte und in seiner
Essenz auf Hardy, Littlewood und Riesz zuriuckgehende
Teil des vorstehenden Satzes (vgl. Hardy [19] ,

Theorem 167, S. 230), verdient hervorgehoben zu werden:

0o
S Bl <o, 021 D apeesy
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Als besonders interessant wird sich der in 2.2.4 aus-
geschlossene Grenzfall "§ = -1" erweisen. Der Ein-
fachheit halber formulieren wir nur die 2.2.4 (i)
entsprechende Aussage.

Satz

Die Bezeichnunqen seien dieselben wie in 2.2.4.

Wenn dann Z‘Fq\‘ < 00 und B = O(n—l) , So gilt
(£,g,) € (£,9,) fir alle o> 0.

Beweis: Nach einem Satz von Hardy - Littlewood

(Hardy [19] , Theorem 45, S. 101) impliziert die Voraus-
setzung die CS—Summierbarkeit der Reihe z:ﬁ"fﬁr jedes
§2-1. Wegen Satz 2.2.4 ist deshalb alles gezeigt. &

Wir notieren jetzt einige Folgerungen zu den Sdtzen 2.2.4
und 2.2.5.

Korollar

Es gilt (£, ¥, (1-w)™%)c (£, J, (1-™%) ohne Ein-
schrinkung fiir o >0, falls U'z./v ¢ %" . Insbesondere
ist (£, (1-w)" %) a(e, y (1-w)~%) ¢ e "\,

o

] B =1
Beweis: Wir haben s\gb\P“\ £ 00 und Pn = O(n ) auf-
grund von Lemma 1.2.5 . &

Durch Spezialisierung erhalten wir ein weiteres Korollar

Korollar

Fir ), Yo € o, =4, gilt (f,9,)c(f.q,), falls
(i) 3’;/34 ist polstellenfrei auf 0 E oder

(11) 7Y, ist nullstellenfrei auf €
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Beweis: Man beachte Lemma 1.2.10. &

Hiermit konnen wir sofort auf ein wichtiges, fiir

dl = d221 von Birindelli herriihrendes, Resultat

schliegen (vgl. [4] , s. 174 £) :

Satz

Vi §, e RN o, =0, =D (g9, % (£,9,)

Insbesondere haben wir deshalb fiir alle 6’6 %Q*
die Aquivalenz

(£, (1-w) " %) & (£, y(1-w) ™)

Wir sind nun in der Lage, die Permanenz gewisser

(£,g) -Verfahren ohne die Beschrénkung A > 1 2zu be-
weisen. Perron hat gezeigt, daf positive Eulersche
Reihentransformationen permanent sind. Die Erweiterung
seines Beweises fir unsere Zwecke ist einfach.

Satz (vgl. Perron (_16] r § 2, Satz 1, S. 161)

Sei fe¥F mit £(w) = ‘gb cnw“ und c 2 0. Falls
g€l und A>1 oder ge®" und a2 1, dann ist
das Verfahren (f,g) permanent.

Beweis: Wir haben (f,g) = (id,g) (f,(l-w)_l). Nach
Bemerkung 2.2.3 und Korollar 2.2.6 ist (id,g) permanent.
Es reicht also hin, die Permanenz des zweiten Faktors
zu zeigen.

Wir untersuchen die RF-Transformation

n
(1) U = a_ . u, wobei
n- ey
n
(v)
(2) a_. =2 ¢
nv = k
oo

Es gilt 1lim a =
M —00 nv k=v

2 eVl . [ew] = 1 fur alle 920
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= B0
(o) _
Ferner ist wegen Cy = sok (Kroneckersymbol)
n
(3) z (anv - an,v+1) = & =lia
V=0
Wir sind daher fertig, wenn wir By ™ an,v+1 =2 0

nachweisen konnen. Dazu berechnen wir

& (v41) vl \
2 ¢y W= 4] = [4w)] - fw)
n=v+1
0o n-"1 )
"
= c L w
=Zv+’l {= e
woraus zundchst folgt
no k-1
(V1) )
C = o C
VI Vf1 k‘%“'" k:Zv:-M Q=V k-1 "¢
w1 "
- Z ¢ w)
=V k=v41 k-t "¢
- i (v)
- Rtk
k=V {=vi1 3

und schlieflich, vermdge

e, &
(=vr1 ¢k =1

(v)
= = ; 1-
®av T %n, v4l = ( l—v+1 c(-k) ¢ =2 0

fiir alle ne IN°. &
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2.2.10 Bemerkung

Die Punkte W € OE~{1} haben eine Darstellung
w = (2cost) et mit - % < {(-TET- . In der Situation
des letzten Satzes gilt daher fir alle we 0B -{A

| $lw)] = lﬁg c,,(?.wst)”etht] SMZ Coap (Z(oa‘t)'w &1

Nach dem Maximumprinzip ist deshalb £(E)-{13 <E .
Im Hinblick auf die sich Korollar 2.1.7 anschliefen-
de Bemerkung, bringt daher der vorstehende Satz nur
dann etwas Neues, wenn A= 1.

Ein weitergehender Permanenzansatz fiir allgemeine Euler-
Verfahren findet sich bei Bajsanski [2]. Indem wir dessen
Aussage iibernehmen, bekommen wir auf die gleiche Weise
wie im Beweis zum letzten Satz:

fe ¥ , £(E)- {13 ¢ E, £ holomorph in 1 ,

£(w) =w> + b iP (w-DP + o(w-1pF) fir w-— 1
mit Re b#0 und a = £'(1) ,

g e % und o > 1 oder geG\" und & 2 1
= (f.g) permanent

Dieser Ansatz erfaft von vorneherein nur Gronwall-Ver-
fahren mit A =1 und f£(E) - {1} < E.

Ergdnzend sei noch darauf verwiesen, dak (f,g)-Verfahren
mit £(2E) a 9E - {1} # % und ® < 1 nicht permanent
sein konnen.

Dies folgt unmittelbar aus Bemerkung 2.1.12 .
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Inklusionsbeziehungen bei gleicher Konstante p,

Vergleichssdtze iiber Verfahren (fl,gl), (f2,g2) mit
)1 = 7\2 sind bisher noch nicht publiziert worden.

Ein erstes Ergebnis in dieser Richtung enthidlt der
folgende Satz:

Satz

Sei f€ ? mit A= 1; es gebe ein & > -1, so das
N oo

018 ok o i B G . S0
q%lcn I\) =0(nd%). Furhﬁb.‘},\w e e sei
2 IR, C; -summierbar. Dann gilt

(id,g) < (£,q) , falls d > &+1

Beweis: Sei (id,g)-Zu, = S. Wir haben eine Identitit

o oo
(1) 2 uyz’ = = 3 pu 2"
S ¥ g(z) 2 "n°n

Die (f,g)-Transformierte der Reihe 2u, sei w,)
Folglich gilt mit z = £ (w)

nzo

co oo
(2) QiﬂL:i b u 2" = :E bV _w"
Q(Z)n=° nn e B A
Wir betrachten die durch
oG O
(3) > by = 2 bUw"
n=o n=o
induzierte Transformation
b
& (v) N
(4) RN ol
2 V=0 o bn ¥

und beschranken uns zunachst auf den Fall s = O.
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Sei also £ >0 wund fiir alle n>N = N(g¢)e [N gelte
lUn‘<'£ . Dann ist

"
5) ¥ < Z\ Mll-‘f’;l\uvl + a;FZNH\c:nI \f’;l

Nach Bemerkung 2.1.10 existiert eine reelle Konstante
K >0, so dag lc(")|< Kn _1+dh'fiir O£ V<N und n>N.
Weiter gibt es ein M>» 0 und ein L< o0 mit lb | > MAY
und |b | < Li' "1 fir alle n ) N. Deshalb folgern wir aus (5)

-1

N "
~ - v d“"
(6) |u,l < ‘:(7\’“ ”*-vz_olbﬂlmﬂleuul + EFL.“_Z '] (3)

L <
<OLT) v e 2113

0(m®™2) + ¢. ou)

-

bzw. ﬁn = 0o(l) fiir n—3 oo .

Wir wollen letztlich V.= o(l) =zeigen. Dazu miissen
wir nun noch die Identitdt

oo
(7) Lol Z vaW

gof (w) = e

untersuchen. Aufgrund der Veraussetzungen ilber den
Faktor Q/gof kOnnen wir dhnlich wie im Beweis zu Satz
2.2.4 (i) auf V,—> 0 fiir n—5 oo schliefen.
Damit haben wir Uﬁ—a (o] =§ Vﬁ_’ O gezeigt. Darauf auf-
bauend erledigt sich der allgemeine Fall fast von selbst.
Denn aus Uﬂ—_> s folgt jetzt mit (2)

Qo n

b VW
s R

_ glw)

= g(z) :Z b (s+U -g) 2"

n=o

s-glw) + (s ):E:b (U -s)z"

n=o

1 Zb (S"‘V )W

=0
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und daher N, - SV —> s+0 fir n—) 0. &

Ein hinreichendes Kriterium fiir Z{c(v)l = 0(1) liefert
der folgende Hilfssatz:

2.3.2 Lemma

l-w 1

00
=1 5
(£, (1-w) " ~) permanent, 'n§=° ﬁnw =T = P

absolut konvergent in w = 1

= 1 (V)
= S le7’l =o0(1) fir n— o
V=0

Beweis: Wir definieren das FF-Verfahren
(1) Z c(V) i no
V-o
Es besteht die Identitit
oo
(2) Z u(Ew) = Z v "
=0
Nun gelte Z uy := U~—>0 fiir n-—)co. Nach Voraus-

V=0
setzung geht dann auch ﬁn gegen Null, wenn

oo
(3) 2 ug (£ = (1-w)§%’nw“
V=0 =

Daraus folgt aber

1 L N 1~ 00
(4) Zv W= et 2 g ] = ey §)
n=o Y=o n=o
n ~
mithin ist V_ = :E_ ﬁ U, und daher wegen der
n J=o BV
absoluten Konvergenz der Reihe o Bn ’
v, suplf,] - S
5 v U = 0 fii
(5) l S‘l;l'z” | - %l@ml (1) ir n—3 oo
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Durch (1) wird demnach jede Nullfolge in eine be-
beschrédnkte Folge transformiert. Ein bekannter Satz
(vgl. Beekmann [23], Satz 1.10, S. 1/14) liefert nun
die Aussage. &

Fir eine interessante Klasse von (f,g)-Verfahren kdnnen
wir die doch etwas kompliziert anmutenden Voraussetzun-
gen von Satz 2.3.1 abschwichen. Wir verweisen insbe-~
sondere auf die Teilbedingung (ii) des nichsten Satzes,
welche wir in den praktisch relevanten Fillen oft unter
Berufung auf Satz 2.2.9 verifizieren k&nnen.

Satz

oo
. * B n__ __Jfw
Seien f€ ¥ , A =1 und Mgop“w *= T oE(w) absolut

konvergent fiir w = 1 mit Pn = o(n—l). Wenn
n

(i) = |cr(;')[v‘s =0(n¥) und o2 §+1 Fir ein
v ="

4> -1 oder

(ii) (f,(1~w)-l) permanent und o > 1,

dann gilt (id,qg) c (£,q)

Beweis: Nach 2.3.2 und 1.3.3 ist (ii) fir &= 0 in (1)

enthalten. Um (i) zu zeigen, miissen wir wegen 2.3.1 nur

die C,-Summierbarkeit der Reihe ZilﬁJ nachweisen, wobei
"é n_.= g (w)

n

ey gof (w) ~
Wir haben

g (w) 1-£(w) & ¥(w)
(1) T

gof (w) 1-w yof (w)

o
=5 (w)
[Yoal” L35
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Wegen £ € F™ ist WV He-stetig in 1 fiir ein ¢ > 0.

Es folgt leicht [V w]%* = [V (1)]* + o(|1-w|¢) fir

w—> 1. Daher konnen wir Lemma 1.2.10 auf'Y“ anwenden
und flnden s0 :Ela | < o0 und a = O(n” 1y fur

W=y (w)_] . Demnach konvergiert auch 2. P'n

absolut.
Weiter sind :El@ml und :Elanl beide c_1+§%1-summier-
bar (vgl. Hardy [19] , Theorem 45, 5. 101), und des-

.
halb > IR, C_ﬂ_gq - +%“+1E Cé—summierbar (vgl.
Hardy [19] , Theorem 164, S. 228). &

Eine weitere Spezialisierung beschreiben wir im nidch-
sten Satz, wo wir indes nur noch die Bedingung (i) des
letzten Satzes mitfiihren, bemerken jedoch, daB wir in
den restlichen Sdtzen dieses Abschnitts stets 2.3.3 (ii)
hinzufiigen kénnen.

Satz

Seien fe& F*, A=1 und ;lc(v)lv = o(nd), d>-1.
Wenn O 2> &+1 und eine der beiden Bedingungen

(i) geG': und £(E)- {1} cE

(1) g € G*
erfiillt ist, dann gilt (id,qg) ¢ (f,q)

*®
Beweis: Nach 2.3.3 und Lemma 1.2.10 geniigt es F/Uof 6.91

zu zeigen. Da (7& *) eine Gruppe ist, miissen wir nur
noch yof € ﬁtf nachweisen. Aufgrund von (i) bzw. (ii)

ist Kof nullstellenfrei auf dem Rand des Einheitskreises.
Weiterhin existiert ein R? 1, so das yof holomorph ist
auf :ERQ”-—?HKI Endlich ist yof stetig in 1 und es gibt
ein £ >0 mit

¥ (1) + o(l1-£(w)]®)

(1) Kof(w)
yof (1) +o( |1-w|®)
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Folglich ist Yof € L S

Mit den Sdtzen des letzten Abschnitts bekommen wir
ein Korollar.

Korollar

Seien fe ¥, 2A=1 und Z(c(‘”ls) =o(nd), &> 1
sowie gleG': ’ gze& e ot 2o, 2 §+1.

(i) ¥, nullstellenfrei auf 0B una o, > A,

(ii) b’z/ polstellenfrei auf OE und w, > a,

(114) 6’;/5 eyl

(iv) £ (E)-{1}cE

Es gilt (id, gl)C.(f gz). falls (i) oder (ii) und (iv)
oder (iii) und (iv).

Beweis: Nach 2.3.4 haben wir in allen Fidllen (id.gl) (o
(f,gl). 2.2.2 (bzw. 2.2.3) und 2.2.4 (i) liefern die
Inklusion (f.gl) c (f,gz) N

Wir konnen (id,gl) C.(f,gz) auch nachweisen, indem wir
(1d.ql) c (id,gz) C(f.gz) zeigen. Dies fiihrt uns auf
eine 2.3.5 entsprechende Folgerung.

Korollar

seien fe F* , A= 1 und .'Z_[c(v) = on®), &> -1
sowie g,e( . gze@‘ mit o,20,, o, 2 8+1. Dann

gelten die Implikationen von 2.3.5.
Der Beweis lduft vdllig analog.
Satz

" * =
Seien £, £,€ F%. A, = A, . £,(E)CE (B), A, 2el,

¥
sowie g,eG g,&G und o, 2 &+1 oder gle('," 7
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» .
926@ und o, > &+1. Fiir £ :=fllof2 gelte
ZIC(V)IV = o(n®) mit &> -
V=
(1) ¥, nullstellenfrei auf PE una o 5 >0

(ii) Uz/ polstellenfrei auf OE und o 22 &

(1i1) U&/X et
(iv) £,(B)- {13 £, (B)

Wir haben (f ,gl)c(f '92)' falls (i) oder (ii) und (iv)

oder (iii) und (iv); insbesondere ist (f1 g) C (fz,g) i
wenn ge@ und (iv) oder ge(®" wund in beiden Fillen
& +1:

Beweis: Wir schreiben % = fl(»?‘.-) und z = £, (w)

Sei Zuv (fl,gl)-summierbar und (U_) die zuge-

n"nzo
horige Gronwall-Transformierte; weiterhin sei (vn)nzo
die entsprechende, iber (f2,g2) gewonnene Folge. Dann

bestehen die Identit&ten

1 Z (1)
2 - ~ I
VZ__'Ou,z a ) = bn U w
(1) & .
- 1 (2) n
2 T gt 2 v

Durch E’ = z wird eine (wegen f (E) C.f (E) wohldefinierte)
Abbildung £ -—f of Vermlttelt Mit (1) bedeutet dies

gpwm 2(1) Le (] i (2).. n
(2) of(w) b{y_[ew)]® = b{?y

n=o

Daher haben wir die in Rede stehenden Implikationen auf
die Frage (id,gl)c.(f,gz) ? zuriickgefiihrt. Nach Satz 2.3.4
und Korollar 2.3.5/6 ist alles gezeigt (man beachte das
nachstehende Lemma). &
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Zur vollstdndigen Kldrung des im Satz 2.3.7 dargelegten
Sachverhalts, bedarf es noch des Nachweises, daB
(f,(l-w)-l) tatsdchlich ein Gronwall-Verfahren mit

A =1 ist.

Wir formulieren diesbeziiglich den Hilfssatz

= g1 =
£,.£,6F, £,(B)ef,(B) = £= f] ofze?' mit ?‘-—;‘3:

Beweis: Wegen f2(E)c fl(E) ist £ wohldefiniert und es
gilt £f(E)<E, £(0) = O sowie f(1) = 1. Wir haben ferner

—
|

Ne
[

(-1 Y % una

(1)
1-z = (1-w)1/h‘12}w)

nNg

Damit also fiir z =

2
(2) 1% = (= [ Y, (w) /¥, 0 dw)]™M
Da mit £ und f, auch £ biholomorph ist auf E-{1} ,
folgt insgesamt f&€ % mit 2 =7‘1./z, " &

Im Anschluf daran bemerken wir noch

~% *
£.5,eF = fe¥F

A
Denn nach 2.3.8 (2) gilt "Y(w)=[_w1.(w)/\¥,‘°+@).] 1 und daher

kdnnen wir mit den im wesentlichen gleichen Argumenten
wie im Beweis zu Satz 2.3.3 bzw. 2.3.4 Ve ‘%%
folgern. &
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Vertrdglichkeit und Translativitit.

Ein Umkehrsatz.

Obwohl die in diesem Abschnitt dargelegten Sachverhalte
nicht unbedingt unter die Uberschrift "Vergleich von
(£,g)-Verfahren" passen, haben wir sie noch im Kapitel 2
aufgenommen, weil es sich fast durchweg um grundlegende
Aussagen iber die Struktur von Gronwall-Verfahren handelt,
und einige Vergleichssdtze der vorangegangenen Abschnitte
zur Anwendung kommen.

Die Vertrdglichkeit von (f,g)-Verfahren hat man bislang
noch nicht nd@her untersucht. Zu diesem Schluf fiihrt
jedenfalls die Durchforstung der am Ende aufge-
fiilhrten Literatur (s.a. Zeller - Beekmann [22] mit weiteren
Literaturverweisen). Nur bei Amerio findet sich ein Hin-
wels auf Vertrdglichkeitsfragen. Er beschreibt ein Paar
unvertrdglicher Gronwall-Verfahren (vgl. Li], S. 253),
bleibt den Existenzbeweis allerdings schuldig. Insofern

ist noch nicht einmal gewif, ob es Paare nichtvertrig-
licher (f,g)-Verfahren gibt.

Wir charakterisieren nun die Vertrdglichkeit von Gron-
wall-Verfahren durch eine topologische Bedingung.

Satz

Zwei Gronwall-Verfahren (fl,gl), (fz,g2L sind genau
dann vertrdglich, wenn £, (E)n £,(E) einen Weg W e W (0,1)
enthdlt.

Beweis: Der hinreichende Teil 1dft sich leicht beweisen.

Seien etwa (f ,g.)-Ju_=s., i=1,2. Mit Satz 2.1.1
- Rt n i T

folgt sofort A%(@ .W)-Zun = s fiir alle Q<4 min {31% ‘ FR
2.

und §,=8=8, .
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Wir kommen nun zur Notwendigkeit der Bedingung. Seien
W,.W, einfache Wege in fl(E)\;{1} bzw. £, (E) v {1} mit

Anfangspunkt O und Endpunkt 1. Wir konnen wl und w2 stets

so wdhlen, dai wl+(-w2) ein einfach geschlossener Weg
ist. Sein Inneres bezeichnen wir mit D (siehe Fig. 3).

A 3w

1,(E)

1,(€)

Fig. 3

wenn £, (E) n £ (E)u {1} keinen Weg W von O bis 1 enthilt,

so schneidet der Weg W, sicher die Kurve fz(aE). In O

beginnend, durchlaufenlwir wl bis zum ersten Schnitt-
punkt Zy mit fz(BE)- Sodann folgen wir der Kurve f2(3E)

in D hinein. £,(3E) - {1} kann nicht ganz in £, (E) liegen,
weil wir sonst (leicht) einen Weg von O nach 1 in

£,(E) n £,(E) v {13 konstruieren konnten. Daher existiert

ein Punkt z_ e £, (3E) n £,(9E) , 2z, # 1 mit z_ & D.

Leider konnen wir nun im allgemeinen nicht auf Punkte
z,e D mit 2z ¢ £, (E) v £,(E) schliesen (s. a. Fig. 4).
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Dies ist der Grund dafiir, daf wir im folgenden nicht
alleine mit Korollar 2.1.4 bzw. Satz 2.1.3 auskommen,
sondern auch auf die Bemerkung 2.1.11 zuriickgreifen
missen.

Wir betrachten jetzt die fiir lz|<lz°|< 1 konvergente
Potenzreihenentwicklung

oo
(1 - 2 )1/2 = Z (léz) (Y0 (Hauptwert)
%0 n=o %o

Offensichtlich kdnnen wir dieses Funktionselement
holomorph auf f, (E)- {z(j bzw. £, (E)- {_zog fortsetzlen.
Bei Fortsetzung ldngs Wl erhalten wir mit r°:==lL—; I

szu§ ‘ o ;4»%
den Wert @1(1) ='{r_:e . Dagegen ist Q2(1) = ‘F::e

Also folgt aufgrund von Korollar 2.1.4 in Verbindung
mit Bemerkung 2.1.11

IR O ke L | 2142

1/2 1/2, _ 2
o/ % = (£,9)-2 1 (- :o)“

(o}

womit wir auch den notwendigen Teil der Aussage veri-
fiziert haben. &

Um auch das angesprochene Existenzproblem zu erledigen,
miissen wir auf den Satz 3.3.1 vorgreifen (es entsteht
kein Ringschluf !).

Sei H+ = {ze(,| Im z )03 die positive Halbebene;
entsprechend verstehen wir unter H_ die negative Halb-
ebene. Wir betrachten die Mengen

D, = Ay (0) v (44,4 aE) v(H.aE)

und D_  (analog definiert; siehe Fig. 4).
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- v’ b~
P, 4
‘//%W
Nach Satz 3.3.1 existieren zwei Funktionen f+,f_e ?
mit f+(E)-{13 €D, und £ (E)-{1} ¢D_ . Da in
D+r|D_ offensichtlich kein Weg von O nach 1 enthalten

ist, geniigt f+(E)n f_(E) nicht der hinreichenden Be-
dingung des Charakterisierungssatzes 2.4.1. Daher haben

Re

Fig. 4

wir bewiesen:

Satz

Es gibt ein Paar nichtvertrdglicher (f,g)-Verfahren.

Publikationen iiber Translativitdt bei Gronwall-Verfahren
sind dem Verfasser nicht bekannt. Beziiglich der ver-
wandten Euler-Verfahren (siehe Einleitung) gibt es jedoch
ein dahingehendes Resultat (vgl. Zeller - Beekmann [22],
Satz 65 III, 5. 133; s.a.. Perron [16], Sdatze 2 und 3,

S. 161 £f). Indes bringt dies hier nicht allzuviel, da

man fiir die Euler-Verfahren gemeinhin die Holomorphie

von £ in 1 verlangt.
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Im folgenden Satz, der eigentlich mehr den Charakter
eines Lemmas hat, reduzieren wir die Frage nach der
Translativitdt von (f,qg)-Verfahren auf ein Aqui-

valenzproblem:

Satz

Ein Gronwall-Verfahren (f,g) ist genau dann translativ,
wenn :
(£.9) ﬁﬁ(f.'ﬂg a)

Beweis: " &= ": Wir haben U —s & x“J'n_-> s wobei

. e
(1) u, 2 = b U W
s ¥ g(w)n=o nn
o0
v W ~ o~
(2) U, 2 = Tiovsio2b U w
é;% v f(W)g(w)n=o nn
mit g:= ?ﬁf" g. (2) bedeutet aber gerade
E N N .
n v n
T TR b Vw := u ,z" = b W
g w’n=o nn 9=1 ¥ g(w)n=° nn
oo
" 1 ~ ~ n
= c;;.;(w)nz__m.bn-lun—lw
~
= -+ ib (=1 § )0
g(w) 7= "n'b
B
w01 YAL) =l . n-1
Wegen bn~ 1 @) n gilt b —>»1, und

folglich Vn—a.s genau dann, wenn 3n—f;s.

“ =p ": Es gelte (f,q) %Z (f,f% g) . Dann gibt es eine
Reihe 2u, , so das (U ) konvergiert, ('ﬁ’n) aber diver-
giert. Daher mus& auch (Vn) divergieren. Im umgekehrten
Fall existiert eine Reihe Zuv mit der konvergenten
Gronwall-Transformierten (ﬁn)(also ist auch (Vn) kon-
vergent) wihrend (Un) divergiert. Demnach wire (£,q)
nicht translativ. &
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Bemerkung

Im hinreichenden Beweisteil haben wir sogar die Ver-
traglichkeit gezeigt. Daher ist ein Gronwall-Verfahren
translativ mit Vertrdglichkeit schon dann, wenn es
translativ ist. Dies beruht letztlich auf der (im
Beweisteil "= " implizit benutzten) Vertriglichkeit
aller Gronwall-Verfahren mit gleicher f-Komponente

(s. satz 2.4.1).

Nun geben wir eine hinreichende Bedingung fiir die

Translativitat von (f,g)-Verfahren und zeigen, daf eine
grofe Klasse von Gronwall-Verfahren tats&chlich trans-
lativ ist. Entscheidende Bedeutung kommt dem Satz 2.4.3

Zu.

co
Im ersten Satz benutzen wir wie gehabt ;E_cnwn = £(w).
oo - n=1
Weiter setzen wir Z_cnw = E ) .
n=o
Satz

——

Ein Gronwall-Verfahren (f£,g) ist translativ mit Ver-
traglichkeit, wenn & 21+§ >0 und 2 |c | wund Z|C~n|
Cs—summierbar sind.

Beweis: Wegen Satz 2.4.3 geniligt der Hinweis auf Satz
2.2.4 (ii) um alles zu zeigen. &

Wir heben hervor:

Ein Gronwall-Verfahren (f,g) mit A 2 1 ist translativ
mit Vertréglichkeit, wenn 3 c = und 2:?21 absolut
konvergieren.

Satz

Gronwall-Verfahren (f,q) mit £ e‘?” sind translativ mit
Vertrdglichkeit.
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Beweis: Nach 1.3.3 ist f% e.%ci. Wegen Satz 2.2.8

gilt daher (f,qg) & (f, I% g). Satz 2.4.3 liefert nun
die Aussage. &

Wir kommen nun zu dem in der Uberschrift angekiindigten
Umkehrsatz. Einen ersten Umkehrschluf haben wir bereits
in Satz 2.1.3 formuliert. Wir bemiihen uns um eine Ver-
scharfung desselben.
Ausschlaggebend ist der folgende, auf Montel zuriick-
agehende Satz, den wir mit Hilfe des Satzes von Vitali
(vgl. etwa Titchmarsh [21] , Theorem 5.21, S. 168) be-
weisen.
2.4.7 Satz (vgl. Titchmarsh [21] , Theorem 5.23, s. 170) 1)
Fir ein 9, ,0<8%m, und ein r_ > 0 sei § holomorph
und beschrdnkt in  S(f) A 4 (1). Gilt dann D (x)—>s
fiir l-r < x—»1-, so auch ® (z)—s fiir z—»1 in S(6) ,
unabhéngig von 0£©6< 6, .

Beweis: Wir definieren Qn(z) = @ (1- %), n21l , fiir

z € 8(991 ,o{‘!). Die Folge (Q,n )nzl ist gleichartig be-

schrénkt in S(®,) n A _ (1) und fir alle x & ]1-:0, 1f

gilt 1lim 8 (x) = s. Ngch dem Satz von Vitali konvergiert
n—o 0

daher §  fir jedes ©<B, in 5(8) A A_ (1) kompakt
gegen S. & $

Unter Berilicksichtigung von Satz 2.1.3 flieft hieraus un-
mittelbar der nachstehende Umkehrsatz fiir (f,g)-Verfahren

(Verschiarfung von Satz 2.1.3):

2.4.8 Satz

Sei @ holomorph auf f(f!)--{l} und fiir ein §) % gelte

® (2) =0(1) bei z—51, z € S(B) . Ferner sei 3 u,
¥ _summierbar zur Summe s. Dann gilt auch (£.9)- }Luv = s.

1)l?.ei Titchmarsh wird eine Variante dieses Satzes fiir unbeschriankte

Streifengebiete bewiesen.
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Mit Hilfe von Satz 2.1.1 und Satz 2.4.1 konnen wir eine
Folgerung ziehen:

Korollar

Sei % holomorph auf fl(E)-{lz und fiir ein © )-5_-1!7;
gelte @ (z) = 0(1) bei z —> 1, z & S(P). Ferner sei Ju,
(fz.g2)—summierbar zur Summe s und fl(E)n fz(E) ent-
halte einen Weg aus 14’(0,1). Dann gilt auch

(flogl) " zu\, = s -

Dieses Korollar hat eine bemerkenswerte Konsequenz; jetzt
konnen wir namlich einen "Konvexitdtssatz" fiir Gronwall-
Verfahren beweisen:

Satz

Seien Aq €A <X, und £,(E) € £(E)-{1] < £,(E).

1
Ist dann |(f1,gl) - Zu\,l < oo ) und (fz.gz) - S_uv =g
so gilt (£f,q) - Zuv = 8 .

Beweis: Wie der Beweis von Satz 2.1.1 zeigt, ist die Vor-
aussetzung I(fl'gl) - Zuvl < % hinreichend fiir die
Holomorphie von @ (z) := 2 Wzv in fl(E). Weiter
V=0
schlieffen wir, dhnlich wie im Beweis zu 2.1.1, auf
@(z) =0(1) fir z —» 1 in S(B) mit 2,8 <
Wir wdhlen © speziell so, dag A8 2 12‘: s

S

-

Die Aussage ergibt sich nun nach Anwendung von Korollar

2.4.9 (f in der Rolle von fl ebd.). &

soll heiBfen: Die Folge (U(l)) der (fl.gl)-Transformierten
Reihe Ju, ist beschrinkE.

’
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AUSBAU DER THEORIE

Analytische Fortsetzung. Aquivalenz von (f,g)-Verfahren

Wenn sich ein Funktionselement Z:an!n in den Punkt .ko
hinein analytisch fortsetzen 1ldft, dann konnen wir bei
gegebenem f € ¥ eine solche Fortsetzung & = Qf mittels
des Kreiskettenprozesses lings Kurven ,!o-f(w) . Ocwel,
gewinnen. Wir betonen, daB wir damit im allgemeinen nicht
die Fortsetzung in den Mittag-Leffler-Stern des be-
trachteten Funktionskeims erhalten.

Der Grundgedanke zum Beweis des folgenden Satzes (ohne die
behauptete kompakte Summierbarkeit) geht auf Perron zuriick
(vgl. [16] . satz 7, s. 168; s. a. Amerio [1] , Teorema XII,
S. 256). Birindelli beweist diesen Satz fiir £ ¢ F' auf
anderem Wege (vgl. [4] , s. 170).

Satz

o
n
Die Potenzreihe Za,,.t, ist kompakt (f,g)-summierbar mit
n=0

der Summe Q(So) - §*(!°) in

D := {XGCIQist holomorph auf ,!-f(ﬁ)}

Falls & schon im Innern von So-f(E) eine Polstelle hat,
dann ist . Q, !:‘ nicht (f,g)-summierbar.

Beweis: Sei X,ue D . Dann ist mit 3(2) = ng a, 'ggzn die
Funktion 3 nach Definition von D holomorph auf f(E). Nach
Korollar 2.1.4 ist daher (f,g)- Zan :2 = @(1) = Q(.!O)-
Sei nun K1 < D ezn Kompaktum. Dann gibt es eine kompakte
Menge K, mit E c K,, so dag ®(%2) fur geKl, z & Ky o
eine stetige Funktion von 3 und 2 ist. Daher existiert
eine positive reelle Zahl M mit

(1) l§(!-f(w))|< M fir alle Xel(l, wE -A.R(O)
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(wobei wir R >1 so klein zu widhlen haben, daf die In-
klusion £ (ER(O)) C K, besteht) , was jedoch stets
méglich ist). Mit den notwendigen Abdnderungen kénnen
wir daher im Beweis zu Satz 2.1.3 (im Sinne des Koro-
llars 2.1.4) die Konstante M durch M+ M ersetzen.
Demnach erhalten wir ebendort v, = Un( X) - ) (&)
gleichmdfig in K.

Der erste Teil der Aussage ist deshalb bewiesen. Nun
sei ¥ «f(w)) flr ein w & E Polstelle von § .
Dann hat also die rechte Seite von

Oo 00
g(w) > a k72" = > b U w"

n=o n=o

einen Pol in w = W, - Daher mug die Folge (Un) unbe-

schréankt divergieren. &

Als Anwendung bestimmen wir jetzt den Summationsbereich
der geometrischen Reihe.

Satz (Spezialfall f e ¥' vgl. Birindelli [4], S. 164 ff)

Sei D das Innere des durch die Kurve

1
3z e , 0% te 2
4 fih)

berandeten Geblietes.

& m
(i) Die geometrische Reihe #2; e ist in D kompakt
(f,g)-summierbar zum Wert 'ET%E— .

(ii) AuBerhalb D und fiir £ =1 divergiert die (f,g)-

O
Transformierte von :i gr unbeschriankt.
wae

Beweis: Wir haben die Aquivalenzen

2eD & ¢ ¢ fE) & 1¢LHE)

Nun hat ja Q(;‘f) 3= E ; in ¥ =1 einen Pol erster

M=0

Ordnung und ist in allen ilibrigen Punkten Se(_ holomorph.

Also ist ® holomorph auf £ . £(E) genau dann, wenn
14 £-F(E). (i) folgt demnach sofort aus Satz 3.1.1.
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Ebenso der erste Teil von (ii). Wir miissen also nur noch
den Fall Lq =1 erledigen. Wir haben

i hv[f (w)] _(;w)_z b U w

R f(w) X(W)
00
n

I i) R - -1/
also zobnunw = VW (1-w)

Nach 1.2.7 und Bemerkung 2.1.10 ist die rechte Seite in G\
Mit Lemma 1.2.3 kdnnen wir daher auf

y(1) A+lph -1
Pa’n ¥ YO T (a4 7)
bzw. U = [(a) nl/)'

n V(1) [ (as1y)
schlieBen. &

Birindelli hat diesen Satz in Verallgemeinerung einer von
Gronwall [11] herriihrenden Beweismethode auf direktem Wege
bewiesen. Indessen ist sein Beweis nicht allgemeingiiltig,
da er implizit die Holomorphie von f in KR(O)-[I.R]
(flir ein R> 1) benutzt. Dies ist aber eine Beschrdnkung!

Die genaue Summationsmenge der geometrischen Reihe bestim-
men wir im folgenden Korollar. Dazu vereinbaren wir noch

Dy &= {keB| go-}”‘(-;-’) = 03

3.1.3 Korollar

X .~
Die geometrische Reihe “__‘z‘, \; ist genau dann (f,qg)-
summierbar (und zwar zur Summe 1-1,g ), wenn £ € Qv D)’
oder XL e%b-{11 wund « » 1.

Beweis: Wir kdnnen uns auf die Werte % e 9D-{1} be-

schrénken. Dann hat (z) = f £'2Y in Wy = f-l( .3 )
Ns0

einen Pol erster Ordnung. Falls £ & D)’ ist daher die
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Reihe (f,g)-summierbar genau dann, wenn o > 1 (Satz 2.1.5).
rir ¥®e Dy ist y+@of holomorph auf E-{1 und §
stetig in 1; folglich ist die Aussage, vermoge Korollar
2.1.4, richtig. &

Um einen groferen Vorrat an (f,g)-summierbaren Reihen zu
bekommen, gstrachten wir die Reihgf p

U F TR RO 11

fiir Re(b) > -1. (& = §f sei die analytische Fort-
setzung des relevanten Funktionselements gemdf den ein-
leitenden Bemerkungen). Genau wie im Beweis zu Satz 3.1.2
erhalten wir kompakte (f,qg)-Summierbarkeit in D.

Mit geringfiligigen Ab-
dnderungen konnen wir auch den Beweis zum obigen Korollar
tbertragen (Satz 2.1.5 im Sinne von Bemerkung 2.1.12).
Daher gilt

Korollar

n+b,¥" .
Die Reihe & ( 4 ); ist (f,g)-summierbar genau dann,

=0
wenn %eol-{1] und «+ n, > l+Re’ oder
(ng : Nullstellenordnung von Y in f—l(é)).

N & Das

Wir haben bisher stets mit der von £, genauer gesagt, von
der geometrischen Form des Bildgebietes £ (E), abhidngigen
analytischen Fortsetzung & = Qf gearbeitet.

Meist ist man jedoch an der analytischen Fortsetzung
eines Funktionskeims in dessen Mittag-Leffler Stern S
interessiert. Diese erhalten wir sicher dann, wenn f(E)
die Strecke [0,1[ enthdlt. In diesem Fall ist ndmlich eine
(f,g) -summierbare Reihe nach Satz 2.1.1 zum selben Wert
A* = A*(O,[p,lL ) -summierbar.

Um zu einer {ibersichtlichen Darstellung des Summationsge-
bietes einer Potenzreihe §(‘$) = “20,, hﬁ zu kommen,
beschranken wir uns in einem letzten Satz iiber holomorphe
Fortsetzungen in den Mittag-Leffler Stern S hinein, auf
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beziiglich O sternférmige Gebiete f(E).

3.1.5 satz (vgl.Knopp [13], Satz 1, S. 323;Perron [16] , Satz 9, S. 170)

Sei f(E) sternformig beziiglich O . Dann ist die Reihe

»
Z a, ‘sn in D := n a-D kompakt (f,g)-summierbar zum
wert $(X). aeds

Beweis: Nach Satz 3.1.1 miissen wir nur nachweisen, dag &
fiir jedes X & D* holomorph ist auf YX-£(E). Dazu geniigt
es jeweils X - f(E) ¢ 5 2zu zeigen.

Wir haben X & a-D fiir alle a & %5 und wegen der voraus-
gesetzten Sternfdrmigkeit von £(E) auch };/190.6 D fir
alle aedS, V21 . Fir jedes =z £(F) ist%sb und

# 7 ,also Xz 3 Pa fir alle aeds, H21.
Q.
Folglich bleibt nur Xz & § . &

somit

Den eigentlich nur auf Euler-Verfahren abzielenden Beweis
von Perron und Knopp konnten wir voll iibernehmen.

Abschliefend gelangen wir zu einer Beschreibung von dqui-
valenten Gronwall-Verfahren.

3.1.6 Satz

Zwei Gronwall-Verfahren (fl.gl), (f2'g2) sind dquivalent
hochstens dann, wenn

¥ (W) ¥q (W)

Kl(w) A 'E;T;T'# 0 fiir alle w e 2E

f, = fz, ul = “2 und

Beweis: Mit Satz 3.1.2 bezeichnen wir das (offene)
Summationsgebiet der geometrischen Reihe mit D1 bzw. D
Es gilt notwendig D; =D, . Also fl(E) = fz(E), und
damit £,(E) = £,(E). Nun ist £’
punkttreuer Automorphismus der Einheitssphiédre.

2°

of2 =: £ ein null-
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Zweimalige Anwendung des Schwarzschen Lemmas ergibt
fiir alle we€E

lw] = ]f'lof(w)l < lf(w)] < |w|

Daher existiert ein te& [0,27] mit f(w) = eit-w fir

alle w e E. Aufgrund der Stetigkeit von f in 1 mit

f(1) = 1 folgt daraus f = id. Also ist fl = f2 .

Sei nun £ # 1 ein Punkt auf dem Rand von R D, fir

den o0 {'1(%) *+0+ ho{ﬂ(%) . Solche Punkte gibt es,
weil die Nullstellen von 3’1 und {2 auf © E nach dem
Identitd@tssatz isoliert liegen.

Die Reihe ("+g '1)
die beiden ?I.erfahren summiert genau dann, wenn oy > b

und o > > . D. h. aber &, > o, =(%4=B) und &, >, ~(X,~b)-

wird nach Korollar 3.1.4 durch

2
Flr ’b—)d,‘— , bzw. b _)“z" erhalten wir daher ol, 2 o,
und o, 2, ., also A, =0y .

Um die Notwendigkeit der letzten Bedingung zu verifizieren,

111
; o
sei S # 1 ein Randpunkt von D, = D, mit -Ui{—_‘(;-l =0
Xac’{ kE)
Wenn wir die Nullstellenordnungen von Jl bzw. X2 in

f—l%) mit n, bzw. n, bezeichnen, gilt demnach n,» ng-

e ¥ "
GemdB Korollar 3.1.4 ist nun 2; (n+': LHe"  fur
N+, 3z
B o= oy + T zwar (fz.gz)-summierbat (wegen of, + M, >% ).
aber nicht (fl,gl)-summierbar (wegen deM, < b ).
Ebenso behandelt man Y,, /71 . &

Aufgrund dieses Satzes konnen wir fiir fl # f2 oder u1$ ¥y
alle Aussagen der Form (fl,gl) [ (52.92) ergénzen um

(£1.99) # (£,,9,) .

Nach Korollar 2.2.7 sind die im Satz 3.1.6 aufgefiihrten Be-
dingungen zusammen hinreichend fiir die Aquivalenz zweier
(£,g)-Verfahren, wenn g9,:9;, € Gc . Unter Beriicksichtigung
von Korollar 2.2.8 erhalten wir daher
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3.1.7 Korollar

(fl:gl) %(fz,gz) @ fl = f2 ’ “1 = d.2 und

72(W) ‘(1 (w) -
Wi‘o# qur alle w e 2E
Fir g;.9, « G-. haben wir
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Multiplikationssdtze

Fiir die Aussagen dieses kurzen Abschnitts finden sich
in der Literatur iber Gronwall-Verfahren keine Belege.
Die Beweise sind indes kanonisch.

Satz

Es gelte (fogl) = Z py =P, (f'gz) = Z qv = Q.
Das Cauchy-Produkt der beiden Reihen ist dann (f,gl.gz)-
summierbar zur Summe P-Q.

Beweis: Wir haben Pn~9 P, Qn-)Q ; wobei

2 v (1)
e v _ (a),

Die hier links stehenden Potenzreihen sind in einem hin-
reichend kleinen Kreis z&r(o) # ¢ um den Ursprung ab-
solut konvergent; die rechten Seiten konvergieren sogar
fiir w e E absolut.

Mit der Bezeichnung > b, wh = g(w) :=g, (W)+g,(w) konnen wir

daher folgern: e
TP ARG > ;
b U woo:= P qa
g(W)n-o n=o v=o0 ° PV
o0 3 y
= 2 p2 2 q,z
V=0 n=

= 3 T L 3

gl(w)gz(w) n=o0 v¥=0

fir alle =z e Ar(o) Demnach besteht zwischen den Gronwall-

Transformierten der drei Reihen Zp - Zq und Zp 2
dic Dezichung '

W

n

q\:
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" G} !(1-7
u,, - ZE b - F% Qm-v
=0 n
“) | )
by -v fiir 0&v<n, a, t=0 fiir v> n

Durch an =
"
definieren wir die Transformationsmatrix A. Sie erweist

(A 0
sich als permanent, denn mit b %—u n“‘l etc. gelten

RCY

(1) ”Jij‘;“wanv n—-’w( F()

(ii) Za ay - 1, nach Definition von b

N=0 "
(iii) lim sup 2la < oo
—> 00 YEO nv
Das letztere beweist man so: Wegen % —-)x(l) # 0 etc.

existieren K, K;» K, >0 und ein NeWN mit \bnlz.KA(d)
\bél)[ < KIAI‘:’“) lb(ﬁ-)[c K A("‘l) fiir alle n» N. Fir

n »2N erhalten wir daher

N n-N-1 M
P agyl = 2. la,l + %A‘le + 2 ol

v=0 N=0 v=N+
4 “ Ahv + q
¢ Zlagl + Ko S Ak« 3 an)

N
- 3 (trlanend) +

Analog zu (i) kénnen wir auch

(iv) 1lim a = 0, v=20,1,2 ...
N—>0 n,n=N “
beweisen. Folglich ist ‘z \anvl = 0(1) fiir n— oo .

Nach einem bekannten Satz (vgl. Zeller - Beekmann [22],
Satz 39 II, S. 72 oder Knopp [20], Kap. II, Satz 6, S. 76)
liefert die Permanenz von A zusammen mit der Eigenschaft
(iv) die Aussage Un—) P.Q. &

b,r@) “1“(4+0M»)'—0/ N=0A4,2...
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Mit Hilfe des vorstehenden Satzes kdnnen wir eine

allgemeinere Aussage beweisen.

Satz

Es gelte (fl‘gl)_z p,= P, (f2.gz)-zqv= Q; ferner
seien geG , fe T mit A>A:= max {1}, 2,3 und
£(E)-{13 < £, (B)a £,(E).
Dann ist das Cauchy-Produkt der beiden Reihen :Ep'
und 'qu (£,g)-summierbar zur Summe P.Q.

oo
Beweis: Nach Satz 2.1.1 ist ‘a pvz\' holomorph in
fl(E) und ;;% quv helomorph in fz(E): beide Potenz-
reihen sind also holomorph auf £(E)- 1 . Ferner gelten
A‘(%‘,N)-zp\, = P und A‘(&,w)-iqv = Q fiir alle
Wwe Wi(0,1), |wle £(E). Wir konnen einen Winkel § so
wihlen, da8 2'® > * und "6 < . Dann sind beide
Reihen A‘(B,Vﬂ summierbar zum richtigen Wert. Mit Satz
2.1.3 finden wir daher (£, (l-w)'b/’-) -Zp, =P und
(f,(l-w)-%‘)-zqv = Q fiir jedes & > 0. Satz 3.2.1 liefert
nun die (f,(l-w)-s) -Summierbarkeit des Produktes der
beiden Reihen zur Summe P.Q.
Wir haben g(w) = ¥ (w) (1-w)™® mit o > 0; nach 1.2.1
und 1.2.2 ist die Reihe 3. B, fiir geniigend kleine §> 0O
C&_é_q-summierbar. Daher gilt, Satz 2.2.1 zufolge,
(£, (1-w %) < (£,9). &

Satz 3.2.1 hat noch eine weitere Konsequenz:

Satz

sei 2 p, (f£,g)-summierbar zur Summe P.

Ist ann (£,§)- Zq, = @ mit A< A und £(B)- {1} c E(®),
so gilt

(£.g-(1-w~%) - (Ip, Taq,) =PQ fiir jedes §> O.
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Mit Hilfe des vorstehenden Satzes kdnnen wir eine

allgemeinere Aussage beweisen.
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Es gelte (fl‘gl)_z p,= P, (f2.gz)-zqv= Q; ferner
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Dann ist das Cauchy-Produkt der beiden Reihen :Ep'
und 'qu (£,g)-summierbar zur Summe P.Q.
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Beweis: Nach Satz 2.1.1 ist ‘a pvz\' holomorph in
fl(E) und ;;% quv helomorph in fz(E): beide Potenz-
reihen sind also holomorph auf £(E)- 1 . Ferner gelten
A‘(%‘,N)-zp\, = P und A‘(&,w)-iqv = Q fiir alle
Wwe Wi(0,1), |wle £(E). Wir konnen einen Winkel § so
wihlen, da8 2'® > * und "6 < . Dann sind beide
Reihen A‘(B,Vﬂ summierbar zum richtigen Wert. Mit Satz
2.1.3 finden wir daher (£, (l-w)'b/’-) -Zp, =P und
(f,(l-w)-%‘)-zqv = Q fiir jedes & > 0. Satz 3.2.1 liefert
nun die (f,(l-w)-s) -Summierbarkeit des Produktes der
beiden Reihen zur Summe P.Q.
Wir haben g(w) = ¥ (w) (1-w)™® mit o > 0; nach 1.2.1
und 1.2.2 ist die Reihe 3. B, fiir geniigend kleine §> 0O
C&_é_q-summierbar. Daher gilt, Satz 2.2.1 zufolge,
(£, (1-w %) < (£,9). &

Satz 3.2.1 hat noch eine weitere Konsequenz:

Satz

sei 2 p, (f£,g)-summierbar zur Summe P.

Ist ann (£,§)- Zq, = @ mit A< A und £(B)- {1} c E(®),
so gilt

(£.g-(1-w~%) - (Ip, Taq,) =PQ fiir jedes §> O.
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Beweis: Nach Satz 2.1.6 ist (f,(l-w)-a) - ZZqV =0
fiir jedes 4 » O. Daher folgt die Aussage aus Satz
3iZele &

Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes kdnnen wir,
zwar ziemlich ungenau, aber das Wesentliche doch treffend,
auch so formulieren: Das Produkt der beiden Reihen I p,
und 'Zqy ist "fast" (f,qg)-summierbar (zur Summe P-.Q).
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Existenz- und Charakterisierungssdtze

Im Anschluf an Satz 3.2.2 stellt sich die Frage, wann
iiberhaupt eine Funktion £ ¢ ¥ existiert mit

£(E)- (1] < £,(E) n £,(E) wund A > max {2, 2,7 -

Die Antwort liefert i. w. schon der folgende Satz:

Satz

Es gibt genau dann ein f e& ¥ mit £(E)- {1} < DcE, wenn
(1) 3¢>0,0<0<E: 5(8)n AglM) e D und

(ii) D enthdlt ein Gebiet D' mit 0O &€ D' und l1-¢ ¢ D'

Im Falle der Existenz gilt 24-6 > %E

Beweis: Die Notwendigkeit der beiden Bedingungen ist
leicht einzusehen. Fiir jedes £ € ¥ ist ndmlich f(E) ein
Gebiet, und wegen 1-f(w) = (l—w)lﬁz\F(w). V(1) » o,

W stetig in 1, gibt es zu jedem Winkel 0< 8 < g% ein
£ > 0, so dap S(B)n As(l) c. £(E).
Wir beweisen jetzt den hinreichenden Teil.
Zundchst existiert in D' ein Weg W' mit Anfangspunkt O
und Endpunkt 1- ¢ . Es ist stets mdglich W' so zu widhlen,
dah der Weg W :=W'+[1-g ,1] einfach ist. Fir geniigend
kleines £ >0 ist daher

= e
(1) D SHMAF_(!) nS® <D

ein einfach-zusammenhd@ngendes Gebiet.

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert nun eine
biholomorphe, nullpunkttreue Abbildung h*: E —D"'. Wir
kénnen h* in den Randpunkt +1 hinein stetig fortsetzen
(dies erlaubt uns eine Variante des eben benutzten Satzes)
mittels h*(1) :=1 (vgl. Behnke-Sommer [18], Satz 44,

S. 370). Ein weiterer Satz aus der Theorie der konformen

Abbildungen (Behnke-Sommer (18], Satz 52, 5. 378) ermdglicht
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uns jetzt eine Entwicklung
> 2*
(2) l-w = al(l—z) + az(l-z) toeee o3y # 0,
wobei wir 2—;;:= 2] und z = h*(w) gesetzt haben.
Die Koeffizienten an,nelN , sind abh3ngig von den
3
Zweigen (l-th der Funktion exp(3*log(l-z) bestimmt.
Wir rechnen, wie stets, mit dem Hauptwert.
Fir w—>1 , w ¢ 1 muf auch z sich der reellen Achse
nzhern und gegen 1 streben. Dies zieht1 a, » 0 nach sich.
\
Nun definieren wir h*(w) := 1-[a1(1-w)] i fiir alle
we& € -E. In Verbindung mit (2) heigt dies
. 1-h (w

(3) (w) := i=h ()

W (1-w)
ist stetig in 1 und W¥1) = azbe> o
Wir betrachten jetzt die Komposition £ s=ﬂ*oh, worin
h(w) :=1-(1-w) /2, Wie man leicht verifiziert, ist f£
holomorph auf E-{1j und stetig in 1.
Ferner gelten f(E)-—{_li < h*(E) ¢ D und £(0) = O,

£(1) = 1. SchlieRlich erhalten wir, dhnlich wie in Lemma 2.3.%

(4) 1-£(w) = (1-w) 1723 A%y o0

Also erfiillt f die Bedingungen 1.3.1 (i), (ii) und (iii),
womit alles gezeigt ist. &

Jetzt konnen wir die aufgeworfene Frage vollstandig beant-

worten. Dariiberhinaus formulieren und beweisen wir fir be-

liebige Indexmengen I:

3.3.2 Satz

Zu einer Familie ((fi'gi)l ie I) von Gronwall-Verfahren
gibt es genau dann ein stidrkeres Verfahren (f,g)., wenn
(i) sup A; < eo und
ieI
(ii) die Menge D:=i£lfi(E) enthidlt ein Gebiet D' mit
OeD' und 1 &€ 9D'.
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Beweis: Nach Definition von D ist (i) augenscheinlich
dquivalent zu 3.3.1 (i).Daher gilt (ii) dann und nur
dann, wenn 3.3.1 (ii) zutrifft. Folglich existiert ein
f ¢e% mit £(E)-{1} ¢ D genau dann, wenn (i) und (ii)
erfiillt sing.

Im Beweis zu Satz 3.3.1 haben wir insbesondere Z==1*=22'
mit 5.-.“‘35:‘ =06 , 0<6§ <3?-_"- gezeigt. Da a.a.0. sicher
g - .‘s.‘ A, < 1-% gilt, folgt sofort A ) guf 7\1 .
Wegen Satz 2.1.6 bedeutet dies -

(f,g) o (fi,gi) fiir alle i e I &.

Fir endliche Mengen I ist die Bedingung sup }i < oo
natiirlich immer erfiillt. ted

Unter Heranziehung von Satz 2.4.1 bekommen wir eine
interessante Charakterisierung der eingangs gestellten
Frage.

satz

Zu zwei Gronwall-Verfahren (fl,gl). (fz,gz)‘gibt es ein

stdrkeres Verfahren (f,g) genau dann, wenn (f ) und

19
(fz,gz) vertréiglich sind.

Beweis: Wenn ein stdrkeres Verfahren (f,g) existiert, dann
gilt zwingend f£(E) ¢ fl(E) n fz(E). Da £(E) ein Gebiet

ist, haben wir nach Satz 2.4.1 bereits Vertriglichkeit

von (fl'gl) und (fz,gz). Unmgekehrt folgt aus dem letzteren
die Existenz eines Weges W & °(0,1) mit lw]c.fl(E)n fz(E).
Flir geniigend kleines &3>0 und )\* > max {}‘1-7‘1& erfiillt
daher

D' := ,Y..E)MAE(K) n S(ET-;;)

die Bedingung 3.3.2 (ii). &
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3.3.4 Bemerkung

Wir konnen den Satz 3.3.3 natilirlich auch fir endliche
Familien von Gronwall-Verfahren aussprechen. Der Beweis
lauft véllig analog. Indes gilt eine entsprechende Aus-
sage fiir unendliche Familien von (£f,g)-Verfahren nicht
mehr. Mit £g (w) :=1-(1-w)® , 0< §< 1, sind namlich die
Gronwall-Verfahren (f‘s ' gy ) GG &L, (gs e (& beliebig)
alle miteinander vertridglich, da ja [0,1[ < £ (E) fiir
alle § €701]. Wegenégia Xs = oo existiert dagegen
kein Gronwall-Verfazhren T%.g) das stdrker ist als alle
Verfahren (f‘.g‘). 0< &< 1.

Nach Satz 2.4.1 ist (id,g) vertrdglich mit jedem Gron-
wall-Verfahren (¥,3). denn E(E) ist ein Gebiet (also zu-
sammenhingend) und es gilt £(0) = 0 und £(1) = 1.

Satz 3.1.1 versetzt uns in die Lage, auch die Umkehrung

dieser Aussage zu beweisen.

Satz

——

Ein Gronwall-Verfahren (f,g) ist vertr&glich mit allen

Gronwall-Verfahren genau dann, wenn

£f = id

Beweis: Den hinreichenden Teil haben wir eben gezeigt.
Um die Notwendigkeit der Bedingung £ = id 2zu veri-

fizieren, gehen wir von der gegenteiligen Annahme £ # id

aus. Dann gibt es ein z_«¢ E mit z £ £(E) und

o<t° i=argz < 2w . Weiter existiert ein 3 >0, so daB
Ag(zo) ¢. E-f(E). Wir definieren einen Weg W :=W +w2+w
(s. Fig. 5) wobei

1 2

Wy s X = t-e“’° p 0 T < 1z,
it

W, L wixle™, et ¢ 2w

Wy X =x, lz ¢ x ¢ 1
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Fig. 5

Fir geniligend kleines £ 30, gz < 5 erfiillt jetzt

p:= U 4,(%) aE
alwl
die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 3.3.1. Daher gibt

es ein f e ¥ mit ?(E)-{l} & D. Jeder Weg |/ von O nach 1
in £(E)u {1} ist deshalb auch in Dy {1} ; insbesondere
gibt es Punkte x & |W| mit Xe Az(zo) < E-f(E). Folglich
existiert in T(E)n £(E)u {1} kein Weg von O nach 1, womit
sich (f,g), wegen Satz 2.4.1, als nicht vertrdglich mit
(£.%) erweist. Daher ist f=id notwendig fiir die Ver-

trdglichkeit von (f,g) mit [J {_(I.g“ 'fe ¥, 556‘3 « &
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Wie die Satze 2.1.1 und 2.1.3 lehren, bestehen zwischen
Gronwall-Verfahren und den (verstdrkten) komplexen Abel-
Verfahren enge Beziehungen. Einen weiteren Satz in dieser
Richtung k&nnen wir unter entscheidender Verwendung von
3.3.1 beweisen:

Satz

Die Vereinigung aller Gronwall-Verfahren (f,g) ist gleich-
stark wie die Vereinigung aller Abel-Verfahren A" (6,W) ,
0<6 <, We Wi(o,1).

Beweis: Wir vereinbaren ® (2) := Zu,z . Sei Ju,
A*(8,W) - summierbar fiir ein O<9$-—ﬂ, W e W(0,1). Dann ist
¢ holomorph in einem Gebiet D> |W| mit O e D, 1e 2D.
Weiter ist 5(®;)n ASM)CD fir ein 0< ©,<6 und hin-
reichend kleines § > O. Folglich existiert nach Satz 3.1.1
ein £e¥F mit £(B)-{cDunda A8>T. paner ist aie
Reihe 3 u, (f,g)-summierbar aufgrund von Satz 2.1.3.

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung brauchen wir nur auf
Satz 2.1.1 zu verweisen. &

Da eine A™(f)- summierbare Reihe auch A® summierbar ist,

haben wir nach 3.3.5 insbesondere U’{_H’ 3) ] -{e'}” qe G\gc UA.
Diese Inklusion ist sogar echt: Sei q“x = (4~ ;)exp( )
Die Reihe ist konvergent fiir alle S.e E. Wir erhalten

Zan = }j);?_(l-x)exp(i/(l—x)) =

Mit !a"“eﬂ?-f"" p 0<‘r<% (? fest), T— oo

geht ! in S(2?) gegen 1. Es gilt weiter

)

l—--?—t— exp(-i TSP + Tsin ?)l

| (4-) explt

! exp('rs'mtr) —> o

T e

i
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Daher ist die Reihe Zan fiir kein B8>0 a®(8) -
limitierbar, und folglich auch durch kein Gronwall -
Verfahren summierbar. Somit haben wir gezeigt :

3.3.7 Satz

Bs gitt  U{tEa) | £e¥,0em] G Ua*m | weWio,n}
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A;fe,w)-Limitierbarkeit. Produkte von (f,g)-Verfahren.

Zundchst definieren wir die verstirkten Abel- % -Verfahren
AL(0.W) , ®>-1, 0< QKT ., W e U(O,1).

Eine Folge (sn) heist A;(S,W)—limitierbar zum Wert s

dann und nur dann, wenn gilt

(1) (12" 2; '”ﬁ*)snzn ist holomorph in z = O und
148t sich 1lings des Weges W analytisch fortsetzen.

Die zugehorige Fortsetzung bezeichnen wir mit ‘Q* 3

(i1) Es gibt ein ¢ >0, so daB $,. im Innern von
5(8) n C&(l) holomorph ist.

(iii) FUr jedes 8'< 8 geht Q&(z) gegen s, wenn 2z -3 1
in S( 8").

Analog zu 1.1.14 fiihren wir abweichend hiervon die

Ai(w) = Al(o,w)—Limitierbarkeit ein (statt (ii) verlangen
wir Holomorphie fiir z & S(0)n AS(I) : Q!(z) —3 s fiir
z—>1 in sS(0). (vgl. Borwein [7] , S. 318, wo dhnliche
Verfahren definiert werden).

Die im Anschluf an 1.1.14 getroffenen Vereinbarungen wollen
wir — mutatis mutandis - ebenfalls iibernehmen.

Als erstes werden wir jetzt ein Inklusionsbeziehung der

art (£f,q9) A;(Q,w) beweisen. Einen Satz in dieser Richtung
hat Bustoz aufgestellt (vgl. [8], Theorem 1, S. 785), doch
verwendet er eine andere Notation und bendtigt zus&dtzliche
Voraussetzungen iiber die Funktion £ (vgl. [8], S. 785 oben).
Bustoz beweist seinen Satz eigentlich nur fiir 2 & N° und
erschlieft den allgemeinen Fall 22 > -1 mit Hilfe der von
Borwein stammenden Aussage "Au. c A,, fir -1« ’A < "

(vgl. [7], Theorem 2, S. 319; zur Schreibweise verweisen wir
auf den Anhang), die er indes in der durch seine Notation
erzwungenen Form unbewiesen ldAt. Wenngleich der Richtigkeit
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des Bustozschen Satzes flir alle ®» -1 nichts entgegen-
steht, so muf man den Beweis fir 'ac¢ N° wohl als nicht
erbracht ansehen.

Auch wir werden den in Rede stehenden Satz nur fiir = e IN°®
verifizieren, geben allerdings einen neuen und kiirzeren
Beweis, und verschdrfen den Satz insofern, als daB wir auf
die von Bustoz eingefiihrten Voraussetzungen verzichten.

Wenn wir Satz 2.1.1 beriicksichtigen, so sehen wir, daB der
noch zu formulierende Satz eine triviale Folgerung aus dem
ndchsten, auch an sich interessanten, Vergleichssatz

ist.

3.4.2 Satz 1)

Seien welN°, 0<0 < %r_ und We WY(0,1). Dann gilt

A% (0,W) ¢ AL(8,W)

mit Vertraglichkeit.

Beweis: Die Folge (sn) sei A;(O.W)-limitierbat zum Wert s.
O. B. d. A. sei s = O. Wir haben also fiir alle 8 < 8

Co o0
n = o n = \
‘%anz := (1 z)M%snz §°(z) —» O fiir 2z — 1 in s(@').

Fir alle €'<®' zeigen wir Q&(z) ~—» 0 fir z —1 in S(g")
Der Beweis beruht auf der folgenden Beziehung:

il

Lo oo
O S T P (o IS N

Mn=0

I

Y -Z)K";:{_(":\x) (S~ Spet)

a1 B g | B £

1)Mit etwas mehr Aufwand 1#8t sich sogar " A*¥(8) ¢ A% (8)

fir B> -1, welN " beweisen. s e
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< (122 2 ("5%) ad” + (2 T (s,

m=0

i (1= z)\’ i (Mw) a z"

MR- ‘W‘&‘\‘V
Es gibt Konstanten pgm » O&mMsev=a |, so daB flir 0&4ve e
A “ @ ()
ve) ( v ) = FV * Pv) ?v)""\“’ﬂ*'" t Py -mn-1)w(n-v41)

(Denn die linke Seite ist ein Polynom in n vom Grade ’
als solches aber eindeutig durch die Basis

(1, n, n(n-1),..., n(n-1)...(n-y+1)) darstellbar)

Daher kénnen wir folgern

o0 00
Z (M;\’) Qh-ﬁtﬂiz‘n = z“-v Z' (M:x) Q‘hz”

M=t W=0
w 2 i Z. w'n(md)m@-rﬂ)a 2"
m=o P

und erhalten mit (1)

R
§g(z) = Z(’l" )v m’Z w S 43 0 (1) o (‘Vt-rtﬂ) 2P

Koty
= 5 MY ()’ 3l g
N=0 rlePv o ¥

Demnach erfiillt Q.! die Bedingungen 3.4.1 (i) und (ii).

Sei nun ¢ > O vorgegeben. Dann existiert ein £.>0. so
dap [Q (2)|< e fir ze (') n A’ (4) . Der Randabstand
eines z e s(@"), 1-z=ge'? , im Sektor s(g')n A°(l) ist
fiir ¢ < %n. gleich ¢-sin(®'- |pl) . Nach den Cauchyschen Un-
gleichungen fiir Ableitungen gilt daher

!
3 (= < il =
(5) I ° ( ) l [3 v 319 (e'“l?l)]" < [g-s'm (B',_en)]P‘
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Damit ergibt sich fiir alle z & S(8") a A&IZU)

¥
18| & 1= e Z\r"’lw""ml
& o3 Mg
i & S p=b Sl £ R sin(9'- 9“)]"‘

il

| S lpa ) v-
| £ Z z PA‘ [sLy\(g 9“)] ® P

| £ s K

\
Wir finden also § £(2)—>0 flr z-51 in 5(g") . Da wir
nun §' beliebig nahe an § und " beliebig nahe an 9
wihlen konnen, ist alles gezeigt. &

In Verbindung mit Satz 2.1.1 haben wir somit bewiesen
(man beachte A" (8,W) = AT (8, W) ).

satz (vgl. Bustoz [8], Theorem 1, S. 785)

Fliir alle »® elN% ©%--= ., W &€ WI(0,1) mit |W < £(E) gilt

9.)
-
(f.q9) < A&(e,W)

mit Vertrdglichkeit.

Der gegebene Beweis macht es offenkundig, daf dieser Satz
keine iliber die grundlegenden Aussagen von 2.1.1 hinaus-
gehende Erkenntnisse iber Gronwall-Verfahren vermittelt.

Vermutlich ist der Satz 3.4.2 auch fir nichtganze 2 >0
richtig (vgl. Anhang, Satz A.2). Daher darf man verniinf-
tigerweise die Giltigkeit von Satz 3.4.3 fiir >0 eben-
falls erwarten (vgl. Anhang, Satz A.7).
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Wir behandeln nun Produkte von (f,g)-Verfahren; die
Kenntnis des Vergleichssatzes 3.4.2 kommt uns dabei
sehr zugute. Lediglich in zwei speziellen Fdllen kommen

wir ohne 3.4.2 aus:

Satz

Wir haben

(1) (£,,9,) (£,.9,) = (£,0,,g,), falls g; () = (1-w)~'
(1i) (id,g,) (£;.9) m (£, (1-w)2"%™),  fal1s

gze&" e gy (w) = (1-w)~ %1 und Sy, >4

Beweis: (i). Wir gehen aus von den beiden Identitdten

(1) Z w58 = = be ey k= fw)

& 3,(%)
TR ¥ 1 <@,
(4= fy0) 2_ USLHW] = ] 2 by U

die nach Wahl von g9, ibergehen in

@ 3w [feho)] = __%;)-mzé el ol
z -

Damit ist bereits alles gezeigt.

(ii) . Aufgrund von Korollar 2.2.7 ist (1d.g2) dguivalent
zu (id, (1-w) ~™2). Unter Berficksichtigung von (£,.9;)
(£,,9;) = (id, (1-w) ™) (£, (1-w)™1) ist deshalb die linke
seite in (ii) gleich C, Gy 4 (£}, (1-w)™}) . Nun gilt
aber  Cy 4Cuen ® Copra,-1

sage unmittelbar. &

, wenn u1+qz>4 (vgl. Zeller-
Beekmann [22], Satz 54 III, S. 109). Daraus folgt die Aus-
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Den ndchsten Satz iiber Produkte von Gronwall-Verfahren
beweisen wir unter entscheidender Verwendung von 3.4.2.

Satz

Wenn f(s)-{13c.f of,(E), A > A4A, und
gy (w) = (1-w)~ % m1t o, € N , dann gilt

mit Vertrdglichkeit.

Beweis: Zundchst verweisen wir auf die im Beweis zu 3.4.4
aufgeschriebenen Identitdten (1). Es gelte U(z)——9 S.

Wir zeigen (f,g)-Ju, = s. Nach Satz 2.1.1 ist :%&ﬁ?‘g‘
holomorph in f (E) und daher ZE“ " holomorph in
£,0f,(E) = f(E)-{l} (s. Beweis zu Satz 3.4.2, Formel (4)).

Ferner gilt A% (§)- lim Uél) =g fiir ©= j%% (wir
2,
unterdricken die Angabe eines Weges W). Nach Satz 3.4.2
% (1) _
folgt Ad1_1(6)- limq‘ = s, also

3(\”) Z L, uwg —> § fir 2—1 in §(§)

(weil g, (W) = (1-w)” % und o, €IN !). Mithin ist die
Reihe Ju, A*(B ) -summierbar zur Summe s fir 8 := 6/;1
(man beachte die Ecke von £, in 1 gemds 1.3.1 (iii)). Wegen
A6, > 32!_: haben wir daher (f,g)- 2 u, = s als Folge von
Satz 2.1.3. &

Beziiglich der Erweiterung dieses Satzes auf nichtganze
oAy 2 4 gilt das im Anschluf an Satz 3.4.3 Pestgehaltene
(vgl. Anhang, Satz A.8).

In Verbindung mit Satz 3.3.1 (s.a. Beweis zu Satz 3.3.2)
gelangen wir zu der Feststellung, daf zu jedem Produkt
(£5,9,) (£,,9;) mit g, (w) = (1-w) ~ %4, o, € IN, ein stérkeres
Gronwall-Verfahren (f,g) existiert.
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Abschliefend wollen wir noch notwendige Bedingungen
dafir angeben, daf das Produkt zweier Gronwall-Ver-
fahren dquivalent bzw. gleich einem (£,g) -Verfahren
ist. Im ersten Fall miissen wir 9 wieder auf eine
Teilmenge von (% beschrinken.

Satz

Wenn (f2'92)(f1'91) ~ (f,g9) und gl(w) = (1-w)~ %
mit o,eN , dann gilt £ = f_of..
1 1=
Beweis: Wir verweisen nochmals auf 3.4.4 (1). Speziell
nehmen wir u: =2 fir alle velN® mit i— ¢ £,0f,(E).
o

OO
Dann ist :g u, 2V holomorph auf flofz(ﬁ) und deswegen
o V=
(1-%) 2 u:? gv holomorph auf fz(E)—{la und stetig in 1.
=0

Also gilt U —5 (1- £ )~! nach 2.1.4.

Gehen wir andererseits von j%'e £ ofz(E) aus, so hat

2 u, z’ einen Pol in £,0f,(E) und daher :E u“’g eine
Polstelle in f (E) (denn trife letzteres nxcht zu, dann
haLte nach der Formel (4) im Beweis zu Satz 3.4.2 auch

3 m"_zo Um g" keine Polstelle in f,(E), und
folglich E]sz keinen Pol in £ 0f,(E); Widerspruch!)
Also divergiert u@ﬂ unbeschrankt nach Satz 3.1.2. Der
eben zitierte Satz liefert jetzt f(E) = flofz(E). Wie im

Beweis zu 3.1.6 gezeigt, zieht dies f = flof2 nach sich. &

Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit k&nnen wir im folgenden

Satz bo = b(l) = é2)_ 1 normieren.

Satz

Ist (f2'92)(f1,91) = (f,g), so gilt notwendig

(i) £'(o0) = fi(O)'fé(O)

(14) b = bél)bém fir alle neN°

(iii) o0

0(1+ uz——’l mit o(1+ul>4

Hieronymus Fischer

88



GRONWALL-VERFAHREN

N .

Beweis: Um die ersten beiden Aussagen zu verifizieren,

berechnen wir die Transformationsmatrix des Pro-
dukts der beiden Gronwall-Verfahren. Wir haben
M m
v

(1) o= > (F —Eaﬁi-c‘ ") uy

n V=0 ra\) b

(2) tz) \V‘ l)

2 - A (4)
a e E (S e )

" Z rA-‘J bu') "‘ 4
(1) eingesetzt in (2) fiihrt uns auf

"
(2) _ (2,1)
= gaamk Y
(1) (2)

2,1)

wobei q('n'k = b}”u b” 2 ( (m—- (}M)}cu‘)
ke dpevem ) b Ly Y /T
A _ _Bi.!lﬂ L) X
Andererseits gilt By, b fiir das Verfahren
9= "

(£,g). Nach Voraussetzung haben wir fur alle meNlN® die

Gleichung aUH” an * Das bedeutet aber (Normierung be-
achten!) :
ml () (m)
Coam  Com _ Cu
[CUTY) -
oy, * by, by,
(n) _ : n _ n (n) _ n n) _.-n :
Wegen € - [_f (O)] =cC; c1 n=Cnt Cn T8y ist

b, _ ( e \m
\é,:l)' \c}:) Caa - Co g )

Nach Lemma 1.2.3 verh&dlt sich die linke Seite asymptotisch

; i) RCRENCH N~ oL~ 41
wie LHL'XJ4). @) ‘N . Daher muB zwangs-
ldufig ——*—— =1 gelten, womit (i) und (ii) gezeigt
1A° ca 1
sind. !

zu (iii): Aufgrund des eben Bewiesenen gilt asymptotisch

a-ol=dy +1 ¥4 (1) Yo (1) - (a)
i 0 T Fagy ” 0

also o =d,+0,~-1 und, wegen >0, Kptsly, >1 &
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SPEZIELLE GRONWALL-VERFAHREN

Buler-Knopp - Verfahren

Die FF-Matrix dieser, kurz mit Eg (wobei 0 <9< 1)
bezeichneten Verfahren, ist durch

(7) -9, 02veam

o , N>m

nv

gegeben.

Satz (vgl. Gronwall [11], S. 115 f£)

Die Euler-Knopp-Verfahren Eg, 0<~%<1 , sind identisch
mit den Gronwall-Verfahren (e" ,g), wobei e\’(w) =

—w
gl(w) = (1-w) -1 1= (4="3)w

Beweis: Sei abkiirzend 2z = eé\(w). Wir erhalten
vl & M+ N m
(1) 2 (VPw) mzo( m )U*‘\,‘) w
=

Pw é (,:‘_v) (1~ )M-v\ﬁvwm

und damit unter Beriicksichtigung von

_ 1-w
(2) 1-2 = 9w
So oo
21 Vv 1 ~31
1- 1- $ —
(1-w) ~( z)\go\,z -3 \Zos,z.
(3) e M
e n-y v "
= Z Z(v)u"\s‘) “}va
Mm=0 V=0

Wie man leicht verifiziert, ist €y biholomorph auf
E mit ey (0) = O und ey (1) = 1. Wegen (2) ist

~ " J A A3 A
¥i '._“ - W (w)] = A = 3 4

P e T luetlw % A-U-Pw

-

Hieronymus Fischer

90



GRONWALL-VERFAHREN

- 85 -

Daher erweist sich Ey als Gronwall-Verfahren (e_’ ,q)
mit ey € ?" , sobald wir e# (E) « E nachgewiesen
haben. Wir finden

(4) (2-9) 1=1® = (1-9) (2+3) = $ =

(2-9) " Iwl” I R
4= (1=9) (waw ) + (=) = lwi* ~A-F)w  1-(-H)@

(2=-3) P Iwl” + A=R) AP lwl =
1-(4=")(ww) +(1-H)*lwl*

( lwlz- 1) A

4 = (A="P)(wrw) + (4=H)*wl* %

fiir alle w « E-{1.
Es ist leicht einzusehen, dap

1--3

(5) 2—2__‘,‘

1
< 2.3

eine zu (4) &dquivalente Formulierung ist. e, (E) ist daher
s

. 1 1
eine offene Kreisscheibe um 1- -9 mit Radius 9
&

und somit eine Teilmenge von E.

Die Permanenz der E,.,, ergibt sich nach Satz 2.2.9 un-
mittelbar aus (1) fir V=0 .

Wir kénnen nun beweisen:

4.1.3 satz (vgl. Knopp [12], § 3, Satz 2, s. 247)

Fir o<a<pP=41 gilt E, = Eg
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Beweis: Nach Satz 2.3.7 und Satz 3.1.6 geniigt es, die

Permanenzvon(egloqx, (l—w)—l) zu zeigen. Wir finden

=4 Sw . O
= —2X _ = < i= —<
(6) ePoe*(w) = (A5 e‘s(w) (O & 8 1)
(eg ,(l-w)'l) = E; # E; ist jedoch permanent. &

Wegen Satz 3.4.4 folgern wir mit (6) sogleich

Satz (vgl. Knopp [;2], § 3, Satz 1, S. 247)

Fiir o<o¢,Fs1 gilt E, Ep=Eq_P

Das Verfahren von de la Valléee-Poussin

Eine Reihe :z uy, heift summierbar durch das Verfahren
von de la Vallée-Poussin oder kurz Vl/2 summierbar,
wenn die Folge

n
E ni nl u
(%) Vn "z_(n-v)!(mv)l v v RED
V=0
konvergiert.

Satz (Gronwall [11], S. 101 und S. 104 f)

V1/2 ist identisch mit den Gronwall-Verfahren (f,g),
wobei
1/2
o 1={1-w) 0" o ¥y
(1) £w) w A== g = w2
1+ (1-w)

Es gilt 2= 2 und fe¥F"™.
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Beweis: f ist stetig in 1 und holomorph in € —[1,0[.
Mit der Funktion h(z) := TT:_TE finden wir hof(w) = w
fir alle w € €~J4,0[ . Daher ist f injektiv ebenda.
Der Kreisrand 9 E wird durch h auf die reelle Achse

1 € x < o0 abgebildet (zweimaliger Durchlauf) :

S, Sy
= l+cos ¢

"", (elt

) , Osccm'rr

Fir alle w e €C—{1} mit [f(w)|= 1 gilt daher sogar
w & € ~14o[. Demnach haben wir £(E)-{1} € E. Schlies-
lich ist noch

_1-f(w) = S vt oy
(1-w) 1/2 1-(1-w) 172
PP {6 ) o
1+(1-w) 1/2

also sowhl A= 2 als auch fe F% .
Daher ist (f,g) tatsdchlich ein Gronwall-Verfahren.
Wir zeigen nun

Mg VS (2n) 1 n °
(20 (- ) =2 = W, velN
n=¥2°"(n-v) ! (n+v ) !

n,l/2 2n) !

i I 2n(n')2 , kdnnen wir
damit n&mlich folgern (mit z = £(w))

Aufgrund von bn = (=1)

(2m)! “Afp. S v
mZo ™ (wl)* Vow' = 1-w) \Z'o e
= i i (2n)!
- V=0 “=v “ V)l (M'h’)‘ ¥
coe M
- z Z = (2n)! u, W
m=o v=b 2 (m=v)l (mav)!

was sofort 4.2.1(%) nach sich zieht.
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Fir V= 0 ist (2) evident; fiir w= 1 haben wir
-/ A
(1-w) “z = (% - 1) (1-w) h‘—%
= i ( 2(2me2)l __ (owm)l )w«.
weo * M ((ma)l)? 2" (ml)*
oo

” Z (2w)! W

S )l

Die Definition von £ fiihrt uns auf die Identitdt

22+(2-%)z+150

’

bzw. nach Multiplikation von (1-w)°1/2 2zl auf
(l-w)—l/zzv 2 (2 %) (l—w)-l/zzv + (l-w)-l/2 >t a0
Wir finden daher fir v=21

-1
(4_‘” lz\n-‘l

o P (2m)! "
(w 2) ; 2" (m=v)! (mav)l w
_ (2m)!

& "
w
n=v-1 gim (M-VM)! (v~

Man sieht sofort, das der Koeffizient von w' 1 ver-
schwindet.

Flir die Koeffizienten hoherer Potenzen erhalten wir

G (2m+2)

2.(2m)! 2m))
22742 (=)L Imede))

22" (m-9)! (maw)! T P vl (nev-a)l
Rv)l (M=) (M-v+1)
22" (=v41)l (havad)l

0

p M=y
(2m])]

2" (m=v-1)! (mav+4)!

1 N2y
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Durch vollstdndige Induktion ist somit der Beweis
erbracht. &

Als Gronwall-Verfahren (f,g) mit £(E)-{I{< E und
A =2 hat V,,, , nach Korollar 2.1.7, insbesondere

die im folgenden Satz formulierte Eigenschaft:

Satz (Gronwall [11], Theorem 4, S. 1il)

Fir alle §»-1 gilt Cs © Vi/2

Die Darstellung 4.2.2 (1) legt eine Verallgemeinerung
des de la Vallée-Poussinschen Verfahrens nahe.

Fiir Parameterwerte 0 < o ¢ 1 definieren wir
-
£, (w) := x g*(w) = (1-w)

und bezeichnen das so gegebene Gronwall-Verfahren
(f,,g9,) mit V, (Gronwall [11], S. 103 und S. 109 £f)

Wir miissen natiirlich noch zeigen, daf £, den Bedingungen
1.3.1 (i), (ii) und (iii) geniigt.

Dazu folgen wir im grofen und ganzen der Darstellung
Gronwalls (vgl. [11], a.a.0.).

Mit z = ﬁu(w) ist

l-z _ &
_ 1
so daBg, 7&- X gesetzt,
l-fd(w) _ 2
(-0 1 14 (1-w)®
5 20-w*
1+ (1-w)¥

2+0(11-wi®)  fir w— 1
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Um f‘t(E)-—{li cE 2zu beweisen, stiizten wir uns auf die
Gleichung (1), deren beide Seiten wir mit 2 bezeichnen.
Die rechte Seite bildet € -[1,e0[ ab in einem Sektor
der Z-Ebene

(2) z=rele, ~-aT<BLaw, r>0

wobei wir fiir we €-[4,%] die Darstellung

(3) l-w = 36?‘ ~Tap<™, £>0
benutzt haben. Die Abbildung ist injektiv, denn aus

™ o -s
(1-w,)" = (1-w,) folgt g, =g, und P —NP, €& wZ .
da jedoch |?1-?2l< 2 und O0<ot 41 bleibt nur

Ta—=Pa =20 -

Fiir die durch die linke Seite von (1) induzierte Ab-

bildung — 1-2Z
1+2

finden wir

|22 = 2=200-2) _ (1- 121 %) -2Re 2

(142) (1+2)  (1-12] %) +2Re 2

also |z| <1 falls ReZ » O.

Nun gilt flir w € E-{1} sicher Rew ¢ 1 und in (3) |pl< -‘-Z,
also in (2) |Ql<d]§ < :E . Mithin Re 2 » O und daher

5wl = [z] <1.

Als Komposition zweier auf E injektiver Abbildungen ist
auch £, injektiv. Weiter ist £, holomorph auf €=[41,00[
und die Umkehrfunktion von £, holomorph f“(E)-{lz
(wegen (1) und ReZ >0 fiir w ¢E-{13 ).

Folglich gilt £, € ¥ , ja sogar f,e F* . &

Wir wollen nun noch Vu > Vp fir «(P zeigen. Wegen
7\,( > >‘P bedarf es hierzu nur noch des Nachweises von
£, (B)-{13 < £y (E) .
Dazu betrachten wir die iiber die Gleichung

£, (w) = fP (W)
definierte Abbildung h:E— € , w—>» W, und beweisen
h(E-{13) <cE. Wir finden leicht
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w = 1-(1-w)‘s mit d:= %— <1

Fiir Punkte w € 9E ~{1} haben wir in Polarkoordinaten
eine Darstellung

1-w = (2c03f)e17, -‘ET < T < g =
Folglich ist W = 1-(2cos?)6efé? und daher

\W\Q'~1 (2cos<r)26 - 2(cos T)é cos &r

Nun miissen wir nur noch H(?) < 0 zeigen fiir
w1
(wli™ =1

2 (2(057:)‘5

H(?) 1=

& - =
= %(Zws?) ~ (oS 6? p ~'-2'<?<1~.
Es ist
[a(v ]9 1 S i _ o
(4) —&—?;H(?) sin (4-8)p ~ Hig) sing
Wir nehmen nun 0 € H([9, ],I_[_ ) an. Sei Pe die kleinste
dieser Nullstellen. Dann ist nach (4) H'(?;) < O im

Widerspruch zu H(0) = 26"1 -1 < 0O . Wegen H(—T) = H(T)
sind wir daher fertig.

Nach Satz 2.1.6 und Korollar 3.1.7 haben wir also bewiesen:

Satz (Gronwall [11], Theorem 4, S. 111)

Fiir 0<u<(35.1 gilt vy = Vg

In gewisser Weise konnen wir die Verfahren V, auch als
Verallgemeinerung des "klassischen" Euler-Knopp-Verfahrens
El/2 auffassen (vgl. Abschnitt 4.1). Dies ist niamlich

wegen
W
2-w

£, (w) = . ogg W) = (1-w) 1

identisch mit Vl.
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Daher bekommen wir miihelos

Vi > By, fir o< o<

Diese Bemerkung gibt AnlafR, die Beziehung zwischen
Vg und EP genauer zu untersuchen. Dies geschieht im
ndchsten Satz, dessen hinreichender Teil von Gronwall

stammt.

Satz (vgl. Gronwall [11], Theorem 6, S. 117)

Fir 0< d,F <1 haben wir Vg 2 EF genau dann,
wenn (1-p)2% <1 .

Beweis: Nach dem oben Bemerkten, folgt die Aussage fiir
% =1 ohne weiteres aus der Theorie der Euler-Knopp-
Verfahren. Sonst haben wir Z*>‘| wdhrend die ent-
sprechende Konstante fiir die EP gleich 1 ist.

o
i o 5 127 . -8
- = - = = = —1)
Fir (1 P)2 1 Thaben wir fu( 1) e 2_@ eF(
Nach Satz 3.1.4 ist daher die Reihe
co
n+d -1 2N
(4) 2. FT (1= )
n=o

zZwar Ep-summierbar (da 1>a) aber nicht !i—summierbar.

ol - . - - _—.4
Im Fall (I-F)Z >1 ist fu(wo) = eF(-l) fur o 3 P)"".
Insbesondere gilt O > Wo 2 1-2, also W, € E wund
somit ep(-l)e fﬁ(E). Daher ist die Reihe ( 1) auch jetzt
nicht V -summierbar (ebenfalls nach 3.1.4). Die Notwendig-

keit der Bedingung (1-})2“( 1 ist deshalb evident.

Umn den hinreichenden Teil der Aussage zu verifizieren,
transformieren wir den Kreis eF(E) (siehe 4.1.2 (4)) in
die Z-Ebene, und erhalten

(%) 2(1-p)l2l 2 —z-2<o0
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Den Punkten z = f,(w), we 3E~{1} entsprechen in
der 7-Fbene die Punkte (1-w)* = (Zcos?)“eia'ri' mit
--E 4 < g- . Daher miissen wir nur noch zeigen, daf
jene Punkte (%) geniligen; dann haben wir ndmlich

£(E)-{1 ¢ ep(E) und nach Satz 2.1.6 die Aussage.
Wir definieren

H(?) 2= (1—‘3)(2cos?)°‘ - coso&? ' ‘“%(T <§

o
Wegen (1—[3)2 < 1 haben wir H(O)< O0; weiter finden wir

w3 ! . .
S Hig) = —stnU-a)p ~ H(}) sime
Genau wie im Beweis zu Satz 4.2.5 konnen wir nun auf

B s
H(?) < 0 fir 3 < ? Y schliefen.
Deshalb gilt

2(1-p) |19} - (@ - (1wl

2(1—P)(2.cos?)2°‘ - 2(2cos?)ﬂ cosap

2(2cos?)q H(?) < 0 . &

Mersman-Verfahren

Es handelt sich hierbei um die FF-Transformation
(%) 0. = e S (2n+l)s n20
* E v N

V=0

(Mersman [14], S. 667), die wir mit Riicksicht auf das

Weitere mit M1 bezeichnen wollen.

Satz (Scott-wall [17], Theorem 7.1, S. 270)

My ist identisch mit dem Gronwall-Verfahren (f.q).
1/2
el Xis ®
(1 g === g = o 7h

1+(1-w)

Es gilt =2 und fe F¥
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Zum Bewelis bendtigen wir ein Lemma

Fiir alle n ¢ [N gilt

(1) 2 i( HEEY sa- P P

Beweis: Fir n = 1 ist (1) evident. Ist (1) fiir n-1x>1

richtig, so folgt mit (-1) (i{f)— (2k+1)/(2k+1)22k+1
112 ) 9 qg ke (4[7_
2 ZF") (-k+1) = (-2) (m.m 'k 1("1) ket
A 'znm) ~n+1 (m-«)
= +1-4
(2,‘“4) 22” n n-1

=1-% (MM) 2‘1&:?11)— 2:.114 ]

womit (1) verifiziert ist. &

’

Beweis zu Satz 4.3.2: Mit uﬁk):=-5 P qk € W°
————————————————————— \"

finden wir die Ubereinstimmung von 4.3.1 (%) und 4.3.2(1)
notwendige Bedingung

(2) k e 1
2 z E 2n+l, n
== n ( Y w e KRG =
1-w o i Nk n-vy

(2) ist sogar hinreichend, denn die linke Seite bestimmt
die Transformationsmatrix des Gronwall-Verfahrens (f,qg)
bereits vollstdndig.

Fiir k = 0 ist (2) trivial wegen ;——gg;(iff:) =1 ;

fir k

1 haben wir, aufgrund von

w

= 2 ):_ 2y iy

£lw) = 2 (1-w- (1-w)'"2)
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und Lemma 4.3.3 ,

1-w m=1 V=1

1
M
—
.
|
-
=
—~
°
33
-
\-'
S
23

mn=a
wm
_ i Z zmm) m
- n-v
M= v=a

Un (2) fir k » 1 2zu verifizieren, verwenden wir die
aus (1) folgende Identitit

1
v
-

zk+1 zk(% -2) - zk-l k

Wir bekommen so fir k > 1

= (52) S35 5 (e

1-w M=l
< 2 (2~ zji; 2""))( I
-3 \,3;( (bt )-{amt) -2.)) (3

Nach vollstdndiger Induktion ist daher alles gezeigt. &

Unter Beriicksichtigung von Satz 4.2.2, Bemerkung 2.2.3
sowie Korollar 3.1.7 konnen wir folgern
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satz (Scott-wall [17], s. 271)

oM

Es gilt V1/2 1

Bemerkung

Die Definition 4.2.1 (%) des Mersman-Verfahrens gestattet
eine naheliegende Verallgemeinerung. Es gilt namlich die
Identitit (Tn = n-tes Tschebyscheff-Polymon erster Art)

+ 0
(1) ,2n uZn 1 z (2n+1)T2v+1 (¢) , %€C, me N,
weswegen wir filir festes o # O die FF-Transformation

22 2n+1
(2) Y= e 2n+1 i ( Toy 41 ()8

ansetzen kénnen.

Wie man leicht verifiziert, sind die so definierten Ver-
fahren M, fiir Parameterwerte € R , 221 , permanent.

(Zum Beweis benutze man aufer T2 +1(t:() >0 (fir alle st 2 1)

und (1) noch die filir alle festen N20 gililtige asymp-
totische Beziehung (2n+1)~ «—3——-)

Fiir das Weitere bemerken wir Aoch:
@ 1) = [ (a+ Yl )P (a-YoZ0)?]
n 2

Wir wollen nun untersuchen, welche der durch 4.3.5 (2)
flir o021 definierten Verfahren Md zugleich Gronwall-
Verfahren sind.

Zu diesem Zwecke beweisen wir zunidchst

Ein Verfahren My » ™2 1 ., summiert die geometrische

Reihe i z" (zum wWert -1—) genau dann, wenn
n=o
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4 '-—-' ) 2
+ Byz' | < 20 t B =orYu -1
e B 52w fwr)

Beweis: Als M -Transformierte der geometrischen
Reihe erhalten wir

(1)

+1
1 <3 2041 12 _ 1 . W
(2) 4nu2n+1§:-o(n-» Moy W15 g =g+ Im

Mit (1), (2), 4.3.5 (3) sowie ?::o&-do}-A ergibt sich

< 72m41) [ 2vi1 w2
R:)(z) = z.—z'l (9-9()12'“1 \iZo ("::’)({3 *+F "*“)zv

Z 32.2-4 1 512 "" Qmﬂ
-1 Bz 20 gzz_4 4 M 7))

A m
z:  Pzm-4 A1 LM+
Y251 fe 3».«@124 \,Z ( )( 2)
/l

[B:zz-4 c«)(F ) + J:'*L_ w(F )]

n

(3)

2
z <4 &

Dabei haben wir nach Mersman (s. [14], Formel (14), S. 672)

z (‘2.%44) v

- \z (7_“*4) {__’)?.M-M‘V )sv

)2"\&4

.RW (z )

"

]

(4]

]

iy S e O
z-1 2 (Tz"‘ +2]

2m+1
=l RN
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M1 summiert die geometrische Reihe nach Satz 4.3.2 und
Satz 3.1.2 sicherlich fiir (2|l <€1 , z # 1 . Daher gilt

Rr(ll) (%) — 0 fur Izl > 1, z # 1. Weiter schliefen wir

S 2n+]
- RW(Z) " E [(41—37. )n . 24 Rm(

)

n up*{? 2
'1 PZ 1w
2n+1 ?(z 1) R ( ]

Wenn Rél) ( {52 z) —» 0, dann gewiR auch R;”

Py
(f2z) —» o,
da ﬁ B 1£-ﬁ und das durch (5) charakterisierte Summations-

gebiet sternfdrmig beziiglich 0 ist.

(1)

Wegen [521 gilt R (21 )—>» 0 Ffilr lzl21, z# 1 .

Daher geht R(“) (z) gegen Null genau dann, wenn

o

(6) < 1

bzw. (1). &

f(.‘)(w) - ol +\/ecz~1 : B = - W
- W

o -—1[«1—1' o+t

ist l p_\[{_@Tl + ﬁ V*(M(W .‘/—y 2 2«

genau fiir w & E. Demnach ist das durch 4.3.6 (1) be-
stimmte Gebiet gerade das Innere des von der Kurve
%("‘) (e*t)., 0 t < 2w, eingeschlossenen Gebietes.

Satz 3.1.6 zufolge, muf daher fiir eine Mersman-Verfahren
M, , das zugleich ein Gronwall-Verfahren (f,g) ist, not-

()
1+]!1- 'r""

Im folgenden setzen wir 2] fiir o« und §:= .

. 1-41-7>'

wendig £ = f gelten.

Hieronymus Fischer 104



GRONWALL-VERFAHREN

- 99 _

Wegen 4.3.2 (2) ist fiir alle ke N°

1-Vi-w ) 2n-1 2n-1 ]
(1+ﬁ_—w‘ :‘;k‘ " emh - G

und folglich
e = "= x "
(1) z.k =[.[wt)(w)] = F“MZ“ [(241-\:) "(:1:)](%13)

Ist nun ein Verfahren Ml/t zugleich ein Gronwall-Verfahren,
so gibt es ein ge (& mit

2m41 " s 3
n+
(2) gz Zb 22,, ék( 0Ly, ey @

Andererseits gilt nach (1)

@ gt = Fd [N -CIANE o

(2) und (3) fihren uns auf

(4 VkeN®: @ Z‘[ 2 (w1 E)
%:t:j).T;w&ﬂ(:%)

Insbesondere erhalten wir hieraus,k = n gesetzat,

v*k

2m 2n 41
“ T = % -
P 2FM bo 7 b?l ZFM T;M*4('t)
(5) wm 2w
by — P _ 28 7B

®  Th,(3) T (14p*)

Ferner ergibt sich fiir n =3 und k = 2

e LTSN EY)

dl
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Mit 4.3.5 (3) sowie T=—2—Efolgt damit

g+1
' bg N 8 41[2 14 ,—:';_-E-E
v P (e gt eap)

(6)

8 ™= Ab g?

T (Fﬁ_._, }F‘_‘_;F _,',\) " T4 (B%")({;}*_}P‘_‘,}P +1)

Durch Gleichsetzen von (6) und (5) (fiir n = 3) werden

wir nun auf
B(B) := 3p*—3p‘+ps+2@3+|z"~zp~1 =0
bzw.
3081+ 2% (81) 4 91 (§-0) 4 454 (B4)% 190 (B-1) 4420 (B-1) 456 (p-1) 46 (84) = 0

gefiihrt. Letzterem entnimmt man B(p) > 0 fiir p > 1,

d. h., (5) und (6) widersprechen einander fiir alle B> 1,
bzw. & > 1. Es gibt also kein g e (2 welches das Glei-
chungssystem (4) erfiillt.

Demnach haben wir bewiesen:

Satz

Die verallgemeinerten Mersman-Verfahren N&, &> 1, sind

keine Gronwall-Verfahren.
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Die Verfahren von Obrechkoff und Rey Pastor.

Wir nennen die Reihe Ju, Obrechkoff-p-summierbar zur
Summe s (pe N ) oder kurz le-summierbar. wenn die
Folge

5~ S, S (p+1)n-v) v
(%) sg 2= ((p+1)n) ;;g ( n-v (p+1) u,
n

fir n —» o0 gegen s konvergiert (vgl. Birindelli (5],
S. 253).

Zundchst setzen wir in (%) den Parameter p 2zu 1. Das

so festgelegte Verfahren 111 ist identisch mit dem

Gronwall-Verfahren (Q,,R;) (s.u.) wobei
Q, (W= 1-(1-w) /2, R (W= (1-w)~1/2

Die relevanten Eigenschaften von Q weist man leicht nach.

Insbesondere folgt Q,(E)-{lj ¢ E aus dem Beweis zu
Satz 4.2.5.

FUir Parameter p €IN definieren wir allgemein Qp als

diejenige Umkehrfunktion von

welche nullpunkttreu ist. Aufgrund von

~ P+l 1-z ,p-1
' = 1+ === =
Qp(z) s ( B ) (1-2)
ist Qé(z) =0 nur fiilr 2 =1 und z = p+l . Demnach
ldft sich die zundchst nur in einer Umgebung von w=0
definierte Funktion Qp holomorph auf € -[_1,00[_ fortsetzen.
Weiter finden wir (vgl. Birindelli (5], s. 253 f)
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I
—
N
I
N,
~—A
-—
+

M-
i
e
-
—s[.
o -
-
|
-5 1>
=
‘s
2 +

waff 2 (L2

Il

wma2 k=2

(4-2) {h« Z( )(a-zl Z Z( }%3_)1 5)

also A= ) =g, .
Auserdem gilt fir |z] =1, z # 1 mit 1-z = 2cos t e,
_¥<t<1§ , A<l =\4*JT:T—IP$ l“z_g%ulré ezcmt(__c_z
also ist Qp(ﬁ)—{ﬂ < E.
Daher haben wir Qp € ¥ und nach Bemerkung 2.1.10

= (I-Qp)-l e (» . Somit ist (Qp,Rp) ein Gronwall-

Verfahren.

Wir bestimmen nun die (Qp,Rp)-Transformierte Uép) einer
vorgegebenen Reihe 3 u, .

Durch Integration langs des Randes eines hinreichend
kleinen Kreises um den Ursprung der w-Ebene bzw. z-Ebene
erhalten wir

(p);(p) _ _1 v g
Pn U < awi §>R (")Z“ Z ntl

Il
V]
3
=
o~
E‘.’,
M
¢
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“)

p+1 2T

p+1 2Ty

V=0

A p4A mps1) &
T e §’ P (4-b P ) ~EE£\A T

-( P )«nr 1 §(4—:——“)~(Mr*q)iuvz“' ;'\:’

dz

=( ¢ it 4 § (MF+k-) +'\)wku z"’ %:,,
le= oV“

e 2 (T ) pr

Da (Q R ) permanent ist, folgt lim U(p) = 1 fir die

Transformierte der Reihe 140+0+... . Deshalb haben wir

die asymptotische Beziehung

(p) (p)..(p) _ ((p+1)n9 ( p_\np -n
(2) B2 R b - = o+ (p+1)
Wenn wir jetzt (1) mit 4.4.1 (%) vergleichen und
beriicksichtigen, so zeigt sich, daB die Verfahren
und J[L_  fiir alle pe N &quivalent sind. Wegen

(1y - -1/2 -2n,2n

Ra™ = (-1) "¢ )= 2 (4,) ergibt sich fiir p =
sogar die oben behauptete Identitat.
Somit haben wir bewiesen:

satz (Birindelli [5], s. 255)

Fiir alle pe N gilt .Qp -7 (Qp.Rp) und iiber dies

{2, = (Q.R))

Wegen '/\°'= 2 und Qp(i‘)-{l'ScE fir alle pe IN

(2)
(Qp.Rp)

konnen wir insbesondere folgern (s. Korollar 2.1.7)
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Satz (Birindelli [5]. s. 255)

Fir alle pelN und £ ) -1 gilt .Qpn c. .

Die Verfahren 311 und Ml (Mersman-V.) sind beide
Gronwall-Verfahren mit A =2 . Daher miissen wir zum
Beweis der folgenden Aussage auf Abschnitt 2.3 zuriick-

greifen.

Satz

Es gilt 9] LS M

Bewels: Wir haben 111 = (1-(1-w)1/2,(1-w)_1/%=:(fl.gl)

1/2

_(1-(1-w) -1 - .

und M, = . (1-w) := (£,.9,). Es ist
Rl 14 (L) 12 ) 292

1/2
f, € ?‘ (klar!) und f. e ?. wegen \f (w) =2- giLﬂQ___
! € € 14 (1-w)

Also ist fIlof2 e ¥ aufgrund von Lemma 2.3.8.
Nach Bemerkung 2.2.3 und Korollar 3.1.7 ist sicher

(fl,gl) c (fl’g2)' Weiter finden wir fir

- [1- 1-(1—w)1/2] 2

-1
it 1+ (1-w) /2

G
1/2

“) - g [1-%(1-(1-‘«) /) }

= 1 LR _ & 1/2

- 1-4[ 1- 3+ (wz - £) (1-(1-w) )]
mit 1—(1-w)1/2 = fi, anwn , Wworin

n=1
S (=1 n+l 1/2, _ (2n) ! 0, na1
= R 22710 (n+1) 1 :

nach kurzer Rechnung
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0

(2) £(w) = 8 Zl(an’fl -a )W
n=

an+1 _ 2n+2 > 1
C— 2n+1

2?2 O.

Fir alle ne N gilt

mithin also a - a

n+l n+2

Vermoge Satz 2.2.9 haben wir deshalb die Permanenz von
-1

(£, (l-w) 7) bewiesen. (2) mit a 41 ~ 3,4 > 0 zieht

£(E)-{1 € E nach sich. Daher gilt auch f,(E) ¢ £, (E).

Satz 2.3.7 im Sinne der Satz 2.3.4 einleitenden Be-

merkung liefert schlieflich (fl,gl) = (f2'g2)‘ &

Wir wenden uns nun einer anderen Klasse von Verfahren zu.

Fiir l€a<e definieren wir die Funktion ha als die-
jenige Umkehrfunktion von

w :=§a(z) s zal-z

die fiir w=0 verschwindet. Es ist

'ﬁé(z) = (1-z lma)al'z

mit ﬁé(z) #0 fiir 2z # 1/lna und Re z < o (vgl.
Birindelli [5], S. 246). Aus einer geniigend kleinen Um-
gebung von w=0 heraus, ldB8t sich deshalb ha holo-
morph auf @ — [1/Lna,w[ fortsetzen.

Weiterhin haben wir 1l<|w| = lzl[el'zl & eu—zlg_ e? fir
alle z & 9E-{41 ., also ha(ﬁ)—{lgci:.
Schlieplich ist
l-w = 1-at7% & (l-z)al"z
v v
_ £§l-zlln a] = (1 zlln al
= 1-1-(1-2)1n a:z_o (v+1)! + (1-2z) Z_
= (1-2)[_1 In a + Z( o )[(1 z)1lna] ]
v=1 1 (V"‘ 1)!

Hieronymus Fischer 111



GRONWALL-VERFAHREN

- 106 -~

und insbesondere fir a

jﬁ: v-1
A
l—w=(lz)["'+ \7'{;‘:{;!—-]

Wegen Bemerkung 2.1.10 erweist sich daher (ha.(l-ha)'l)
als Gronwall-Verfahren mit 7\ Ah =1 fir l€sa<e
und ) = 2 (vgl. Birindelli [5], S.°249) . Insbesondere

sind dxe h_ in 3 .

4.4.7 Mittels Integration l3ngs des Randes eines hinreichend
kleinen Kreises um den Ursprung der z-Ebene berechnen
wir die Potenzen 2z° = [ha(w)_:v 2

1 he ()
Zv = m§ .t (!)-w dk

q(i) 2w \k
) . T(%) Z(‘ﬁa(:)) dX

k=0

-2
v (1-E8na oj
§ 4 P askm))(q-.,g) d X

> “‘“‘“’k'v(”)“ (ve N)
= v (k)T K oY , Ve

k=V

le~v

= kL’nq -k
(2) z svz.v §y + i i ((k Wl k \'svwk

N=0 V=1 k=Y

il

00 Kk i
= 5+ Zz(ktma[.v ~k

T Q. w
o )l ™S
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erhalten wir fiir die Gronwall (ha,(l-ha)-l)-Trans-

formierte (Véah der Folge (s, ) die Identitat

0o 4'n M-V 0o
@) (m ma) " ,(a) m @), @) w
v =
AP IPRE -~ rr R I el
oo
= 2: s Zﬂ
- v
V=0
und daher Véa) = so sowie
n-=v
% (mma)
MRS T
(3) v(a) ¥l fir n e N
n M QY\L'YIO.)MV
v
Qn-v)l

(vgl. Birindelli [5], s. 247)

Die dadurch gegebenen Verfahren wollen wir kurz mit
RPa bezeichnen.

4.4.8 1Im Grenzfall a = e werden wir auf das von Rey Pastor
stammende Reihe-Folge-Verfahren RP = RPe gefihrt (vgl.
Rey Pastor [15]).
Fir den Nenner in 4.4.7 (3) erhalten wir

mm-v m-A mv
v —_— = (m=~)
=i W=yl N0 vi
(1)
n-1 N n-2
n "
=My T ) -
N=0 V=0
m
i m
-
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V=0
ol n-k k Mo m m-k
m
k u = k. W
PALS i PICTRL P MDY o o
m M-y
"
=" u
- N
2 ool
Demnach koénnen wir 4.4.7 (3) umformen in
(e) :ét ! -V o
(2) Vne = E%"v)—ln u,, , nelN

V=0
(vgl. Birindelli [5], s. 250).
Flir das dem Rey Pastor-Verfahren entsprechende Gronwall-

Verfahren (he.(l—he)-l) erhalten wir aufgrund von 4.4.7 (2)
und 4.4.8 (1)

-1 Ty " wm
- = + (
(4 ha(w)) 1 "; ™M ot Ve )
oo ’n &
= % 0 e w
n!
also
Pove) oo m
-n
RP “w”, A+ 4:1ew”)
n=0 n=

Aufgrund von
l1-z,p 1-z
1i = lim z(1l+ — = =
Pjg 3p(2) ?_gm ( > ) ze ﬂe(z)
und .Q.p o~ (Qp.Rp) vermutet man .Q.QMRP s
( Il°° sei als dasjenige Verfahren definiert, dessen

Matrix man im Limes p —» o daus den Matrizen der
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Verfahren .Qp erhilt; formal also .D. °‘..lii.’mwﬂ ).
In der Tat gilt sogar Iluz RP . Denn mit der Stir-

lingschen Formel finden wir fiir groke p e IN die
asymptotische Beziehung

((p+N)m-v)] ” U p+4)n=~ ((pm'n 9)(\"4)”-1(«'.«)
(pm)! i -{p_‘ (p'n

= (pn)"

und daher

(P*‘&)'n-v) . L™

. mn-v - . m!

Pl:L—:noo ((P+4)m) pet) = PL‘—J‘L W=Vl (pm)" (M
"

m! -V
—— ln
wm-v)! !

]

so dak 4.4.1 (%) fiir p—> o in 4.4.8 (2) iibergeht.

Wegen Satz 2.2.9, Bemerkung 1.3.3 und Satz 2.2.4, sind
die Verfahren Rl='a + l1=as e, alle permanent. Fiir a = e

konnen wir auch Korrolar 2.1.7 anwenden. Insgesamt haben
wir also bewiesen:

Satz

(1) Die RPa , 12 a<e , sind permanente Gronwall-Verfahren.
(ii) RP ist stdrker als jedes Cesaro-Verfahren

(iii) RP und 2 sind identisch.
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Die Aussage (i) und die Beziehung (iii) hat man an-
scheinend noch nicht bemerkt.

Birindelli (5] 14t bei der Definition der Verfahren RP_
auch Parameter a » e 2zu. Dies ist jedoch nicht zuldssig.
Filr a » e ist ndmlich wegen %a(lnla)z 0O die Funktion
ha nicht biholomorph in E und daher RP_ kein Gronwall-
Verfahren. Die Schliisse Birindellis auf den Seiten 248
und 249 ([FuBnote](5), Osservazione II) in [5] entbehren
infolgedessen jeder Grundlage.
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VERBINDUNG MIT ANDEREN KLASSEN VON LIMITIERUNGS-
VERFAHREN

Bewichtete Mittel

Bewichtete Mittel sind erklirt durch die FF-Trans-

formation

(%) U, = -Q_l_i a, s, ; ne N°,
n 90 "'
wobei (g )nzo irgendeine Folge ist mit Q  := Z q, # 0

fiir alle n ¢ IN® . Abkiirzend bezeichnen wir dlese Ver-
fahren mit (M,(qn)).

Unser Ziel ist es, diejenigen Gronwall-Verfahren zu be-
stimmen, welche zugleich bewichtete Mittel sind. In der
Literatur wird diese Frage nicht behandelt.

Um zu notwendigen Bedingungen zu gelangen, gehen wir aus
von zwei identischen Verfahren (f,g) und (M.(qn)). und
betrachten fiir n,k ¢ IN° die Folgen sék) = 6nk ; auf-
grund von 5.1.1 (%) gilt fiir alle k% ¢ IN° (wir erinnern

an z = f(w)).

2wy _S bn (k) n
1) g -2 s =3 z q, 5
v=0

n-k

und somit fir k=o

o0
q b
(2) z E =B
~glw) e Oy
also insbesondere
b q
1 1
(3) C, = £¥(0) &8 =— » —= 3
1 bo Q1
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Die Gleichheit der beiden Verfahren erfordert die
Ubereinstimmung der Diagonalelemente der zugehorigen
Transformationsmatrizen. D. h., fiir alle ng mf

gilt
a b
(4) B - 2Tg(o)]"
2 - 2 [ro]
und somit
() (E;.)“.Ea _ (Q_l)“. 9
bo bn 9 Qn
Wir haben nun
k < A
n
g(w) (1-z) z~ = Z an w
n=k n
o & n
_ 1 .n
also
oo " -1 00 m
3 (cqw) (cqw
(6) 2 = [b -51——} b (Cqw)
°q°2_—:o 9 °‘\kg\‘ (%
Mit t = CyW heipt dies mit 2z = f(w) =: F(ég-)
1
3 oo LY, | oo M
7 (F(%)) ___[%Z_t_} qzt_
t oy} n ““._30 Qneke
Fir alle k « N° gilt dann
(FW)““ (Fw )“. F ¥
% = + B
mithin
B w=o In c"""" ne o Mkt N q"‘q\-oq'mk " ém
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also
i < qD-QEQ‘l t“ - i 2 qg.‘h t‘“i
M=o V=0 qv&hd q'n-v M=o V=0 q\ukq'nuw

insbesondere erhalten wir flir n =1 die fiir alle
k &« IN® giiltige Beziehung

qo + ql\+1 — q1 4+ _3_'&_
94 U2 %2 et

(8)

Unsere bewichteten Mittel miissen in jedem Fall diesem
Gleichungssystem geniigen. Wir finden

It T (g o (B )

Amet Q4 k=0 qlu?. Qen qZ (11
q 9 q
woraus mit a = —= (a # O wegen Q_ #0), b :=._l__._£L
ql ° q2 ql
folgt
q 9 q q -1
(9) 2l = . SRR | S eioup - IR || oa+vb
q'vu«Q q‘l ql q%ﬂ N=0 ( )
r(&-

T T T (Rew)

i

(11) T q:n = qb(-&—)m

Wegen (2) ist hierbei -% ¢ IN® ausgeschlossen. Um die zu

dem bewichteten Mittel (M,(qnn gehdrigen Gronwall-Verfahren

zu bestimmen - falls existent - , betrachten wir zuerst
den Fall b = 0. Wegen Qn #0 1ist dann a # -1 . Aus
(3), (5) und (11) ergibt sich ned p
a: " =
ra#-101

b " Q " - " a-1 o
(12) <. . - c1._3. = e q"k =(,1

© 9 "= 1 =

v " k=0 M+  a=1
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Falls a = 1, so haben wir fiir alle m e N° g, =4 -
Ferner muf ¢; = 1 gelten, denn aufgrund von (4) und

(12) gilt
1)
X " p+l ’ oy A
13 (c T = Uim - = #0
(13 .,,lm 1 ¥ ) n—rw bo'nd ! b, M)
was ¢, = 1 unmittelbar nach sich zieht.
Daher erhalten wir
bn
> = n+1
bo
und folglich
- -2
glw) = bo(l—w)
q b
und F(w) = 1- -—;° * -2 -
bo(l'w n=o -o
= 1-(1-w) = w

Fir a # -1,0,1 haben wir nach (12)

-V =1
by 1 1-a t 1~a™"

Zundchst sei l|al < 1 .
Ein &hnliches Argument wie in (13) fithrt uns auch jetzt
auf ¢, =1.

Demzufolge ist

b
PRl > b n+l
bn s (1-a )
d. h. aber
bo i ! _a
glw) = 1-a (l—w T l-aw )
= bo(l--aw)"l(l—w)"1
und somit a % p
f(w) = 1- EQ (l-w)(l-aw)zi. ag (aclw)n = w

o} n=o ©
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Andererseits ist (id,(l-aw)-l(l-w)'l) fiir la 1 tat-
sdchlich das bewichtete Mittel (M,a™™)

Im Fall |a| > 1 haben wir nach dem zweiten Teil der
Formel (14) analog zu (13) c,a = 1 55

Daraus schliefen wir genau wie oben

g(w) = b_(1- g»-l (1-w)
bzw. f(w) = — (1-w) (1- —)z —Q (ac w)n
O n=o O
- W
a
Wegen 1 = £(1) = a-1 haben wir einen Widerspruch.

Folglich sind die bewichteten Mittel (M,a™ ™) mit
lal] » 1 keine Gronwall-Verfahren.

Nun kommen wir zu b # 0. Nach (10) gilt
b

(15) & B (3 + n)EE % T
o =0 b r(-+k)

und daher

_%:ﬂ - c1b(%+1ﬂ)[4 + ( Mdr(“«wm)i m)-‘l]

k=0
by Cy
= ¢ Q+Mb) 1+ 21
1 { [ (a4+mb): b, ]
= ¢, (a+mb) + b, C“M b,“1

Die linke Seite geht fir n — o notwendig gegen 1.
Deshalb fiihrt die Annahme (¢, # 1 sofort zu einem
Widerspruch. Es folgt nun ohne Weiteres b, = O(n_l);
das ist ein Widerspruch zu b_ = 1!%&% -1, x5 o.
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Infolgedessen haben wir bewiesen:

5.1.2 Satz

——

Die Verfahren

(id, (1-w)~%) = ¢ = (M, 1)

1
und (id, (1-3)‘1 (1-m)Y) = 1, &™) mit lal > 1

sind als einzige Gronwall-Verfahren zugleich bewichtete
Mittel.

Das letztgenannte Verfahren ist hierbei konvergenzgleich.
Dies beweist man etwa so: Fiir |al »1 ist die Funktion
(1-—%")'1 holomorph und nullstellenfrei auf E und es gilt

(1-¥)-1 - (1-§)‘1 + Ol B-wl) fir w—s i, also (1-§)'1e g0,

nach Satz 2.2.8 heiBt dies (id, (1-‘5)‘1(1-w)‘1) x (id, (1-w) 1) .

5.2 Sonnenschein-Verfahren

5.2.1 Ein Sonnenschein-Verfahren wird definiert iiber eine

FF-Matrix S(h) := (h_ ) mit 2 h, X = [h(8)]tnemd,
N=0

nv
worin h eine auf E holomorphe Funktion mit
h(l) =1 ist.

5.2.2 Satz (Bustoz-Wright [10], Theorem 1, s. 40)

Die Verfahren (I:Tf%$%;r . (l-w)'l), o< $» 51,

sind als einzige Gronwall-Verfahren zugleich Sonnenschein-
Verfahren und werden als solche durch h(f) = 1+-3(L -1)
charakterisiert.
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Beweis: Offensichtlich kommen fiir S(h) nur untere
Dreiecksmatrizen in Betracht. Dies bedeutet wegen
h(l) = 1 schon

]

(1) h(g) 143 %-1) = (4‘\9‘)(“%1)

und daher
(3)'\9"(449)"” , 0&vaw

0 v m

(2) L1MV

ll

Folglich haben wir analog zu 5.1.1 (2)

} oo o ST
) 3((1-9)w)
O O 1.+ bk
9 (w)
b
Hieraus erhalten wir £'(0) = \$B-L , so daB wir

analog zu 5.1.1 (4) auf e

(4)

m
mn b, Oy bc
bn b n
gefiihrt werden und deshalb o (Bl) bekommen .
o o
Wegen Lemma 1.2.3 bleibt nur b1 = b° und somit
bn = b° . D. h. aber (b° zu 1 normiert)

g(w) = (1-w) !

Wir finden weiter mit (3)
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” —W
£w) = 1- 7029w

w

1-(1--3) w

Wie im Beweis zu Satz 4.1.2 gezeigt, mup % = ‘\.I‘(l) > 0

gelten; ferner bedingt f(E) ¢ E , aufgrund von 4.1.2 (5),
2-% 21 bzw. 0< ¥ <1,
Der hinreichende Teil des Beweises ist in 4.1.2 enthalten. &

5.3 Verallgemeinerte Jakimovski-Verfahren

5.3.1 Die hier betrachtete Verallgemeinerung der Jakimovski-
Verfahren beruht auf einer ganzen Funktion h und einer
Folge (dn)nzl mit 4 #-h(1) fir alle ne¢ N . Die
FF-Matrix des kurz mit [h,(dn)] bezeichneten Ver-
fahrens wird definiert durch

n [ore)
TI’ ( dy
(w) L' g) - » z h‘nv g\’ ! hoo:z L
k=1

h(1) +4d, e

(vgl. Zeller-Beekmann [22], § 70, S. 188).

5.3.2 Satz 1)

Ein Summationsverfahren ist dann und nur dann zugleich
Gronwall-Verfahren (f,g) und Jakimovski-Verfahren [h, (dn)] ’
wenn

5 w _ _44~da it
fwl = ey« 30 = (e aiei) v
sowie h(%) =al¥ +b mit a # 0 und a, =d, fiir alle n2 2,

1 .
) Siehe auch Bustoz-Wright [10], Theorem 2, S. 41,
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b+ 4d d, - &
: 2 2 1 =
wobei ———= 20 und a3574, ¢ E - {13.

Beweis: Wir ilibernehmen die Beweisidee von Abschnitt 5.1.
Es kommen natiirlich nur untere Dreiecksmatrizen (hnv)
in Frage, d. h., h(%) = al +b .

Analog zu 5.1.1 (1) haben wir

0o
k = n
(1) (1-z) 2" g(w) = Egi b b W
und daher
(o=
= 1 n
n=o
By

also c, = £'(0)

]

I
=

I
o

Andererseits gilt aufgrund von 5.3.1 (%)

m
" o . ‘31(b+dJ
"n = t " - ‘—n
(3) ljkq+b+dj ° |1(Q+b+dJ
N=

o u-1
' (lo+dy)a

e
=
\} =%

L T_J-(ow‘o )

b

Bis Bedingung Ry = EQ [f'(o)]“ zieht somit
n
M
(4) LI { o )"{ _-[I ("““oﬂ\v)'n
©o ©o (Q*b+d1)

nach sich. Weiterhin haben wir wegen (1)
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‘2_‘ by W i i‘t‘ﬁ (eqw)”

(5) 2k =
i By Ry W Z - (C‘\ “')
n=o o
und daher mit ¢t = CyW und 2z = f(w) =: F(JL)
2 h "
k Z h‘htklk t
F &f) n=o nele nik
ne )
2 T

Genau wie im Beweis zu Satz 5.1.2 folgt hiermit

Oo oo

Z mkk i Z mh.wl lead t'ﬂ. f_%:{m
n=o

n=0 !\&\c. 'wtk M=0 MM wr‘l n=o0 mk+1 Nk

Fiir die Koeffizienten der ersten Potenz in t erhalten
wir

hki-'l,k S o ‘1;1 & hl«l,kf“ 1 + 4 _"‘_19_
M et hay a2 ka2 hy

und folglich unter Beriicksichtigung von (3)

A
¢ bad, o obtde, budy kf brdy | b
Fowcr Qa, a a S Q a

also d,,, = d, fir alle k & N° .

Mit (4) bekommen wir jetzt fiir ne IN

bn - (51.0+BH&ﬂn a+b+ﬁ
bo by, a+b+d, a+b+d,y
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Wegen Lemma 1.2.3 muf der Klammerausdruck gleich 1 sein.

Daher haben wir b_n = Btbtdy fiir alle nelN .
o a+b+d2

Nun k&nnen wir g bestimmen (bo auf 1 normiert):

a+b +dy » (4~w)-1

SQW) = 4+ a+b+d1

(7)

d,-d - E:
= ('H- a+\o+r}2_ w)(4—w) 1=: K("')“"") 1

Die letzte Bedingung des Satzes sichert x(w) £ 0 fir
alle weg Evu {1} ; andererseits ist sie auch notwendig
hierfiir.

Mit Hilfe von (2) und (3) erhalten wir nun

) = 1= e o St

a+brd,
=
" 1-w A a'_‘wj;‘"
g P P R Y P
a+botd, a+b+o\
a w

a+ (e+d,)(1-w)

.\}J___.

Wir setzen PR d

. Dann ist f(w) = 1_(1_:9.)“1

Wie in 5.2 zeigt man, daB O <~% <1 gelten mui. Dies

b+ d 1
bedingt 1+— 2 = > 213
a

Wir verifizieren jetzt (f,g) = [h,(dnﬂ . Dazu geniigt es
offensichtlich, die Giiltigkeit von (6) fiir alle k& IN®

zu zeigen.
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Mit (8) ist E&}L = : I und weiter
T
0o
hpo ™ bady bady 1
| RN

(/l B ﬁq;d—"-’c) ('1- b:d" t)‘

Daher folgt nach (6) fiir alle k 2 O

. (s 0\1:& )Mi M;k)(\a;d,_t)‘ﬂ
A (e Ry L
(!+3§\33)(£+i’a“—"—‘)“: (£« ""“‘*):i (M;«)(“’;“} A=y
e 3 FTEE ) ety ™ g

Demnach gilt

o () () o (1) ()] By

h“‘h

Dies deckt sich mit den obigen Werten fiir die hn+k fes’S
Daher ist alles gezeigt. &

Eine mit dem vorstehenden Satz vergleichbare Aussage

iiber herkommliche Gronwall-Verfahren (d.s. G.-V. im

Sinne der Einleitung 1.1) und (gewdhnliche) Jakimovski-
Verfahren treffen Bustoz-Wright (s.[10] , Theorem 2, S.41).
Die Beweise sind indessen wesentlich verschieden.

Hieronymus Fischer 128



GRONWALL-VERFAHREN

- 123 -

5.4 Hausdorff-Mittel
5.4.1 Sei (pnhﬂewoeine beliebige Folge. Die FF-Matrix (hnv)
eines Hausdorff-Verfahrens [H,(pn)] ist definiert
durch
() &%y , o
s v PV i = & n
(%) hnv :=
O Now
k' T
k W
patei gilt 4°p, = Z 1) (\,) Py

Wir wollen diejenigen Gronwall-Verfahren charakterisieren,

die zugleich Hausdorff-Mittel sind. Einen entsprechenden
Satz fiir herkommliche (£,g)-Verfahren haben Scott-wall [17)]
verifiziert. Bis auf einen rein technischen 2Zusatz (siehe

(7) bis (11)) ist der folgende Beweis eine im groBfen und

ganzen unverdnderte Wiedergabe der Ausfithrungen auf den
Seiten 267 und 268 in [17]. Die Beweisidee haben wir
iibrigens schon in 5.1 und 5.3 benutzt.

Wir gehen von zwei identischen Verfahren (f,g) und [ﬁ,(pnﬂ
aus. Analog zu 5.1.1 (1) haben wir fiir alle k ¢ IN°

(1) (1-z)g(w) z°

und speziell fiir k =
(2)

sowie

(3) = £'(0)

%3

Ferner ist wegen hnn

(4)

OU |§U

2:

n
b h .w
nek n nk

ffl
1 n
1- b h w
g{w) = "n'no
b b

g 1
— (h__-h, ) = — . p
bo 00 1o bo 1
pn

b

1 - VS .
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Also ist Ro: ™ 1 . O.B.d.A. kdnnen wir auch bo =1
setzen. Wir haben nun fiir alle k & N°

(5) zk =

Wie im Beweis zu Satz 5.1.2 erhalten wir

(6) (F(t))k [ i ]-. i Tharle,le h
t n=o ?“ n=o nﬁ'k
und damit fiir alle k 2 0
Z 2 gﬁﬂ‘kﬂ i 3 i hﬂ+\l.\t
n=>o Pﬂ n=0 Prslesa n=o pﬁﬂ n=o

Demnach gilt filir den Koeffizienten der ersten Potenz in t

(7) L] +b4e..bhﬂ..kﬁ = bL.hhms_.,. LYV
Fo ?lw?_ P‘l P+ Fa Pl Pa. Pi

woraus mit (%) fir alle k e IN° folgt

(k+2)(—Pl‘—'4—— -4)+ ; 1 = 2(%‘1) ) (_::_._-)

Pls2 % Lt
also
PEM Pk+1 Ph P4 fo
(8) + (s ( - ) =9 —=-—
Prsa. 1) Puvz  Plw Fo Py

Nun ist fiir m 2 1
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]

Pust _ Pu 0 Pesa P
\gb k 4 Pua P\,.M] =0 gv ( Prsr2 Plesn )

Folglich erhalten wir nach Summation der Gleichung (8)
von k=0 bis k = m-1

(10) (W\+4) Pm  _Po - (2}_—:_ __ﬁ‘)

Pt Pq P2 P4
und damit
Pe T P { |>1 & Pe
—_— —3 O, +
Fmea JI Prss k=0 L k1 Pq) Uu—a)f,,}
bma-’l A
= 2 k
(m+4)! |,_=(>K +q)
bmqv't mad
T e +a-1
()l l‘; k )
w41 m+1 +a-1
= b wm+ 1 )
bzw.
-m (m+a-1)-~1
(11) Pm = Pob ( . )

Hierbei haben wir b:= 2 pl/p2 - po/p1 und a := po/bp1
gesetzt. Insbesondere ist b # O, denn andernfalls wédre
nach (10) p. ™ pl-ml # 0 im Widerspruch zu (4) und
Lemma 1.2.3.

Die Beziehungen (4) und (11) ergeben zusammen

PR BT - s - +a-
By = Cl/pn = b °1 = ?‘ 1) , was sofort bcy; = 1 und

gl(w) = (1-w) ~8 npach sich zieht. Es muB o := Re a >0
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gelten. Weiter sogar ﬁ:= Jm a=0, denn schon
(l-x)_is = exp(-i.Fln(l—x) oszilliert fiir x —1-
im Betrage 1, d. h., (l-w)'iP ist nicht stetig im
Punkt w = 1.

Nun erhalten wir mit af:= b’1

fo) = A= (1-w)* ) b, Ap, "

fn
—
}
o
an
1
X,
=
s
] 8
OM
—
s
53
P
——
N
(o]
T
-
=,
/‘
o ~
—
Y s
¥ |2
+
% <
-

It
-
I
—
-
l
=
2
Mg
Ms
~
S
x -
1
%
-—
e —
e
b
<
S

. - (4-w)°( °Z°: i anﬁ«»a%) (—Jw)vw"

i
.
|
ﬁ
.S
!
.
[-2
Mg
P i
Tl
!
€=
N
<
/\
AN
1
3
|

A-w 2 V' w
1-w +Pw 1= (1-"%)w

I
L8
}

Wie schon im Beweis zu Satz 5.2.2 gezeigt, gilt not-

wendig © < % = 1 . Infolgedessen haben wir jetzt be-
wiesen, daBk hdchstens die Gronwall-Verfahren ca-lgd»'°‘>°
0 <% «1 , zugleich Hausdorff-Mittel sind. Da die ge-
nannten Verfahren tatsdchlich Hausdorff-Mittel sind,

kénnen wir also formulieren:

Hieronymus Fischer 132



GRONWALL-VERFAHREN

- 127 -

5.4.2 sSatz (Scott-Wall [17], Theorem 6.1, S. 269)

Die Verfahren (1_—(1“2_—"\;)—; ¥ (l-w)_d), 0<re1 A a>0,

sind als einzige Gronwall-Verfahren zugleich Hausdorff-
Mittel und werden als solche durch [EL vp(tl+z-1 )—1]
charakterisiert.
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ANHANG

Ein Aquivalenzsatz fiir komplexe Verfahren vom Abel-Typ

Die in Abschnitte 3.4 gefafte Definition gewisser Limi-
tierungsverfahren vom Abel-Typ charakterisiert eine Ver-
allgemeinerung der folgenden Klasse von komplexen Abel-
Verfahren, welche wiederum eine Erweiterung ins Komplexe
der von Borwein definierten Verfahren A darstellt
(vgl. [7], s. 318).

Eine Folge (sn) nennen wir A, (8)-limitierbar (0 <6 elzl)

zum Wert s dann und nur dann, wenn

(1) i (n;&)snzn fiir alle 2z ¢ E Kkonvergiert
n=0

und mit 3, (=) = (1-2)&4 ni(“;&) $,20  gilt

(ii) fiir jedes 8 < 6 ist 1lim Q&(z) = s fiir
z—>1 in s(8') .

Verlangen wir statt (ii) nur 1lim $,(z) = s fir

z gegen 1- auf der reellen Achse, so haben wir gerade
die Borweinschen Verfahren A, = A, (0). Fir diese Ver-
fahren beweist Borwein die Relation Ay < AP fiir

-1 < p <& ([7], Theorem 2, S. 319).

Wir wollen die allgemeinere Beziehung A ,(8) < A,,.(B)
fir -1< p<w 0&8s= % ., verifizieren, und dann,
unter entscheidender Verwendung von Satz 3.4.2 die fol-
gende Aussage beweisen:

Satz

Fir alle %, M 2 0 und 6 € JoO, %] gilt

A_(8) = a_ (8)
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Anschliefend ziehen wir noch Konsequenzen filir
Gronwall-Verfahren.

Wir beweisen nun die obengenannte Inklusion indem wir

den entsprechenden Beweis von Borwein simulieren. Mit

Borwein substituieren wir 1-z = (1+w)"1 , So daB
Qx(z) in

A, (w) = (o) " go ("n%) s (Mv-vw )n

iibergeht. Statt A.1 (ii) haben wir jetzt: Fir alle
gilt f\x(w) —» s fiir w — o mit |arg (l+w)| & 8'<8

Wir bendtigen zwei Lemmata

Fir 2> M > -1, nelN° gilel)

r(b(*'1) (V\:‘&) w—af_ S (W"t)&-"-1 tP+n (q*.t)‘&..l..ndt

r(p+4)r(&-ﬂ) J

T Ll (LT

- § y 5 t W
Beweis: Wir substituieren t=—~ , z=-—— , und

1+t 14w
erhalten

3

ot ST -1 A+p- ~u-1 P+
[Pl ™M a = (m2) T et TR
o)
1
- U_2_>*l+;a~atz_.n+m J“_r)*‘}“".cf‘*" A
o

w

1

)Unter S wollen wir Integration ldngs des Strahles von
o

O bis w verstehen.
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Tep= N M(a=p) F(M+n+1)
M (se+n+q)

Damit folgt die Aussage sofort. &

A.4 Lemma (Fir 8 = O vgl. Borwein [7], Lemma 2, S. 319)

Die Folge (sn) sei A&(e)-limitierbar, XM -1 A 0<8 .‘.-g .
Dann gilt fiir alle we € mit Rew > -1

™ (ae+1) e ( ®-p-1, p
# 3 T(pa1) T(a-p) ) l(w ) = )

Beweis- Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe
Z ( n+x)s 2" kompakt in E. Wie man leicht nachweist,

ist dann Z( n+* ﬁ—;)n kompakt konvergent in der
n=o

Halbebene Re w ) - 1. Daher kodnnen wir gliedweise inte-
grieren:

E(m)*""‘“{"/\&&) o=y 2. L) j( )

o o b \n

Nach dem letzten Lemma ist das bereits die Aussage. &

A.5 Satz (Fir ® = O vgl. Borwein [7], Theorem 2, 5. 319)

Fir ®>p>-1, 0£6<F gile A6) c A(B)

“
Beweis: Es geniigt zu zeigen: /\F(w) — 0 filir 14w = rei? ,
r— o , l?lse'. wenn /\&(w)-—-)o fiir w — 00 mit
|arg(1+w)| £ &' ( 8'<® fest und beliebig nahe an & ).

Wir stiitzen uns auf Lemma A.4 . Das dort aufgeschriebene
Integral bezeichn%n wir mit I und zerlegen es in zwei

Teile I = 4+ j =: Il +12 wobei L A roei7 -1, r, < T

ro geniigend groﬁ.
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Es ergeben sich folgende Abschdtzungen:

L, = l [ e P 8
< j R 4= SPP e M | A () Jan]
= 0 { wi® )

L, | ¢ j\w-rl“ ITIM [ A ()] ld ]

) o A
< aup (A ()] i § 1= ST e
2, 0
1
< o(r,) - lw| & j(d-f)xfp-1t dr
o
= olr) - O(V“) fir Y, <¥ — oo, |p|se.

Daher ist nach Lemma A.4

/\r (w) = O(Iwl™*)  0(r*)- olr,)

]

o(r,) fir v <r — 00 |p|0'

Fiir jedes £ 0 gibt es daher ein I, und ein T (ro). so
daik

I/\f"(w)\ < & fiir alle r>r1=r4(r°) g
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Jetzt konnen wir das Hauptresultat beweisen:

Beweis zu Satz A.2 : Der Satz 3.4.2 ist offensichtlich
auch fiir die Verfahren Aat.(e) richtig (wenn 6>0). Fir
alle 8 € 10, T] ,6 e N°,  haben wir nach Satz 3.4.2
Ao(e) G A“}O) und nach Satz A.5 auch die umgekehrte In-
klusion, also Ao(a) o2 A*(e). Sei nun pzo und % die
kleinste natiirliche Zahl > M- Nach Satz A.5 ist dann
A.u(e) c AP(O) < A, 4 (6) womit die Aussage unmittelbar

folgt. &

Bemerkung

Borwein hat gezeigt : A, # A, fiir w#p  (vgl. [7].
Theorem 3, S. 319). Daher ist in Satz A.2 die Be-
schrankung auf positive 8 wesentlich.

Indes konnen wir die Behauptung auch auf Parameter

-1< R‘f‘< 0 ausdehnen. Dazu bedarf es lediglich einer
entsprechenden Erweiterung von Satz 3.4.2. Wir wollen auf

die dahingehenden Ausfiihrungen verzichten.

Fir Reihen Zun mit u o= o(n®) fir ein §eR ,

konvergiert 2(";*) snzn in E , unabhdngig von > -1.
n=0
Deshalb erhalten wir anstelle von Satz 3.4.3 , aufgrund

der Sdtze A.2 und A.5 :

satz

Fir Reihen 2. u,  mit u = o(n®), §€eR bpeliebig, gilt

(£,9) € A% (8) mit Vertrdglichkeit, fir alle w>-1, 0% o<y

Der Beweis zu Satz 3.4.5 funktioniert unter der Zusatzbe-
dingung u_ = 0(n%) auch fiir nichtganze »® 21 :

Fir Reihen Fu  mit u = o0(n), §¢R beliebig, gilt

(f.9) = (£,,9,) (£;,9;) mit Vertrdglichkeit, wenn
f(ﬁ)-{13 c flofz(E), A 7\1 22 und gl(w) = (l-w)_“u °(1Z1 2
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